031075P MATEMATIIKAN PERUSKURSSI I1

1. valikoe 8.2.2024, ratkaisut
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1. a) Tutki, suppeneeko sarja Z ( . Perustele viitteesi tarkasti. (3p)
k=1

(k3 + 2)?

o0
—1)k
b) Maaraa potenssisarjan Z (=1) (xz— 2)’“ suppenemissidde. Suppeneeko sarja pisteessd x = 47
k=0

— 3k (k +3)
(3p)
Ratkaisu:
a) Kaikilla k =1,2,. ..
2k2 2k2 2k2 2
0< = = —
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Vertailusarja 13—4 suppenee, silld p = 4 > 1, joten myds tutkittava sarja suppenee vertailuperiaat-
k=1

teen nojalla.

Tai: Olkoon f(z) = %, x > 1. Funktio f on jatkuva, positiivinen. Funktio on my6s aidosti

vaheneva, silla

gy Ax(a® +2)? —2(2® +2) - 322 - 207 —8u(a® +2)(1 —x)
filz) = (234 2)4 - (23 4 2)4 <0,

missé yhtasuuruus saavutetaan vain arvolla x = 1. Integraalitestin oletukset ovat voimassa ja
M M
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lim [ (22°)(z° +2)7° de = lim

M 00 Moo/ 32342
1

L2 1 1y _2 _
= im —— —_—— — — = — 5
Mo 3\M3+2 3) 9°%

joten tutkittava sarja suppenee integraalitestin nojalla.

b)
_1\k+1 k
I — lim k41| _ (-1) '3(k+3)
k—oo | ag k—o0 3k+1(1€ + 14+ 3) (—1)k
1 1+2 1

= |lim - - T =3
joten R = 3 ja sarja suppenee varmasti, kun —3 < z — 2 < 3 eli —1 < x < 5. Sarja suppenee

pisteessa x = 4.

2. a) Funktion f Taylorin polynomi pisteessd xg lasketaan kaavalla
— [¥) (o)
To(x) = - x0)k.
k=0

Laske funktiolle f(z) = v/2 + 2 Taylorin polynomi T5(z) kehityskeskuksena xq = 2. Téssi f) (1)
tarkoittaa funktion f kertalukua k olevaa derivaattaa pisteessd xg. (4p)
In(z+1)

V-2 —y

b) Olkoon z = f(x,y) =

kahden muuttujan reaaliarvoinen funktio. Maaraa funktion

f médiritysjoukko. (2p)



Ratkaisu:

a) Nyt
fx)=(2+a)? f@)=v2+2=2
1 1 1
lm ——— /2 —
£@) = 55 7=
1 3 1 1 11 1
//x7772+17§:77— //2 - =__
Jla) = =52 +a) 22+ 2)V2+a PO ==312""5
Funktion f Taylorin toisen asteen polynomi on
Ty(e) =2+ (2 —2) — oo(a—2)°
o(x) = 1@ e1®

b)

My={(z,y) eR?:z+1>0jal—2’—y>0}={(z,y) eER* 1z > -ljay < —2>+1}

3. Olkoon f(z,y) = (x — 1)2 + (y + 3)? + 1 kahden muuttujan reaaliarvoinen funktio.
a) Miaria suunnattu derivaatta pisteessé (—1, —2) vektorin @ = i — 27 suuntaan. (3p)

b) Mihin suuntaan funktion arvot muuttuvat véhiten pisteessi (—1, —2)7 Mihin suuntaan funktion
arvot kasvavat voimakkaimmin? (3p)

Ratkaisu:

a)
Vi(z,y) =2@—-1)i+20y+3)j, Vf(=1,-2)=2(-1—1)i+2(-2+3)j = —4i + 2]

1 - =
@ = —(i —2j)
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Vaof(=1,-2) = —(—4,2) - (1, =2) = —=(—4 —4) = -2

S0 = 5(—42) - (1,2 = (4= 1) = =2
b) Funktion arvot kasvavat voimakkaimmin gradientin suuntaan eli suuntaan —47 + 2j. Olkoon
w = ai + bj. Arvot muuttuvat vahiten, kun pistetulo on nolla (eli arvot eivit muutu lainkaan).
Talloin (—4,2) - (a,b) = 0 eli —4a + 2b = 0, josta saadaan b = 2a. Jos a = %1, niin b = £2. Siis

suunnat, mihin arvot muuttuvat vihiten ovat £(7 + 27).

4. a) Maaraa funktion f(z,y) = %x?’ — 2z + %y2 + xy kriittiset pisteet ja niiden laatu. (4p)

b) Olkoon f(z,y) = —2r~2 + y® kahden muuttujan reaaliarvoinen funktio seki x(t) = e~ ! ja
y(t) = el. Kiyté ketjusiintod ja esitd derivaatta % muuttujan ¢t avulla. (2p)

Ratkaisu:
a) Funktion kriittiset pisteet saadaan ratkaisemalla V f(xz,y) = 0. Nyt Vf(z,y) = (22 — 2+ y)i +

(y + )], joten saadaan yhtalopari
{xQ +y—2 =0

z+y =0.
Alemmasta yhtélostd saadaan y = —x ja sijoittamalla tdmé ylempéédn yhtaloon saadaan
14+ 4/(-1)2 —4(-2 1+ 2
P —r-2=0 = z= (=1 ( ): 3:
2 2 —1.

Kun z = 2, niin y = —2 ja kun = —1, niin y = 1. Kriittiset pisteet ovat: (2, —2) ja (—1,1).
Kriittisten pisteiden laatu saadaan ns. toisen derivaatan avulla. Nyt

O



ja edelleen pisteessa (2, —2)
2.2 1
men- )|

jolloin determinantti on 4-1—1-1)3 > 0, joten piste (2, —2) on joko paikallinen minimi tai maksimi.
Koska hil =4 > 0, niin piste (2, —2) on paikallinen minimi. Pisteessi (—1,1):

jolloin determinantti on —2-1—1-1= —3 < 0, joten piste (—1,1) on satulapiste.
b) Nyt fo = —2(=2)27%, f, =3y*, 2 = —e ™" jay; = ¢, joten

d _ _
X{:fxxt—i—fyyt:élx 3~(—e t)+3y2-et

— _4(e—t)—3 5 e—t 4 3(et)2 et
= —4e3el 4366t

= —4e? £33 = e*(3e' —4).



