MATEMATIIKAN PERUSKURSSI 11, kevat 2024

Harjoitus 6 ratkaisut

1. Kappale liikkuu pitkin kéyrdd #(t) = (¢t — 2)27 + (t — %);7 t > 0, ja kappaleen ldmpotila pis-

teessi (z,y) € R? on T(z,y) = 20 e~*=2v" | Muodostetaan yhdistetty funktio z(t) = T(x(t),y(t)).
Ketjuséénnélli saadaan kappaleen limpotilan muutosnopeus hetkelld ¢ > 0, #(t) = (3(t — 2),1):
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joten kappale lampenee (% >0),kun0s <t < % s, ja kappale jaahtyy (% < 0), kun t > % S.

Kappaleen lampétila on suurin hetkelld ¢ = %
Kappale on pisteessi #(2 s) = (3(2 —2)2 em, 2 — L em) = (3 cm, 2 cm).

ot

2. Nyt f =6z +y+3jafy=x—4y—1sekd z, =2, z,=—-3jay, =1, y, = 1, joten

zp = foxr+ fyyr =6 +y+3)- 2+ (x—4y—1)-1
=12(2r —3s) +2(r+s) +6+2r —3s —4(r+s)—1
=24r —41s+5

Zs foxs+fyya=(6$+y+3)(—3)+(=’U—4y—1)1
=—18(2r —3s) = 3(r+s)— 9+ (2r —3s) —4(r+s)—1
= —41r +44s — 10

3. a) Kriittiset pisteet ovat gradientin nollakohtia:

4y —2zy =0
4x—m2—4y220

Ylemmaéstéd yhtéalosta saadaan 2y(2 — z) = 0, joten joko y = 0 tai x = 2.

1. Sijoitetaan y = 0 alempaan yhtiléén, jolloin 4x — 22 = 0 eli #(4 — z) = 0, josta saadaan z = 0
tai © = 4. Kriittiset pisteet ovat siis: (0,0) ja (4,0).

2. Sijoitetaan = 2 alempaan yht#léon, jolloin 8 — 4 — 4y% = 0 eli 4% = 1, josta saadaan y = +1.
Kriittiset pisteet ovat siis: (2, —1) ja (2,1).



Lasketaan toiset osittaisderivaatat

Jee(m,y) = =2y,
fyy(xyy) = 781/7
fzy(xay) :472-757
joten
[ -2y 4-22

ja det Hy(0,0) = ‘2 é‘ = —16 < 0, joten piste (0,0) on satulapiste.
. 0 —4 . .
Vastaavasti det Hy(4,0) = T —16 < 0 piste (4,0) on satulapiste.

Piste (2, —1) on paikallinen minimi, silld det H(2, —1) = ‘(2) g‘ =16>0ja hy; =2>0.
. . . A -2 0 .
Piste (2, 1) on paikallinen maksimi, silld det H¢(2,1) = ‘ 0 —8|= 16 >0ja h;; =—-2<0.

Oheisesta kuvasta voi vield tarkastella kriittisten pisteiden laatua gradienttien avulla.

3D visualisointi Geogebrassa: https://www.geogebra.org/classic/qpricxeq

b) Kriittiset pisteet ovat gradientin nollakohtia:
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. Minimoitava funktio on f(z,y) = (x — 3)% + (y — 4)? ja lisdehto g(x,y) = 22 +y — 5 = 0. Selvisti
funktion f globaali minimipiste on (3,4), mutta se ei toteuta lisdehtoa (silla g(3,4) =2-3+4—-5 =

6+4—5=>5%0). Nyt Vf(z,y) =2(z —3)i+2(y —4)] ja Vg(x,y) = 2i + J, joten on 1ydettivé
(z,y) € R? ja A € R, joille

2(x —3) =2\
2y —4) =X
20 4+y—5=0.

Nytac:)\+3jay:%>\+4,joten
1 5
2m+y—5:2)\+6+§)\+4—5:5)\—&-5:0 = A=-2

josta edelleen saadaan z = —2+3 =1 ja y = —1 4+ 4 = 3. Rajoitetun optimointiongelman ratkaisu
on (zo,¥0) = (1,2) ja tillsin f(1,2) = (1 —3)2 + (3 —4)? =5.

. Nyt Vf(z,y,2) = 247 + 125 — 3k ja Vy(x,y,2) = —227 — 2yj + k, joten on ratkaistava:

24 = —2\x
12 = —2)\y
-3 =A
z—z22—9y? =0.
Kolmannesta yhtéalostd saadaan A = —3, joten ensimméisestd ja toisesta yhtélostd seuraa v =4 ja

y = 2. Titen z = 2% 4+ y? = 42 + 22 = 20. Siten funktion f suurin arvo annetulla lisiehdolla on
£(4,2,20) =24 -4412-2— 320 = 60.



