MATEMATIIKAN PERUSKURSSI 11, kevat 2024

Harjoitus 2 ratkaisut

1. a)
2Vk
Sarjan termit ovat positiivisia: ap = 7kf2 > 0 kaikilla k=1, 2, 3, .. ..
Vertailuperiaate:
1
2vVk S22 21
ar = — =57
Tk —2 Tk %
x© 9 1 x 2VEk
kaikilla & =1, 2, 3, .... Vertailusarja ) —— hajaantuu (0 < p = % < 1), joten sarja Y. vk
k=1 7k§ k=1 Tk —2
hajaantuu vertailuperiaatteen nojalla.
b)
2VEk
Sarjan termit ovat positiivisia: ax = 7]{27\/; > 0 kaikilla k =1, 2, 3, ....
Vertailuperiaate:
1
0 2vk o 2k2 2 1
ar = = - —
TR -2 T TR 2K 5,3
x 21 . X 2Vk
kaikilla k& = 1, 2, 3, .... Vertailusarja ) ——5 suppenee (p = % > 1), joten sarja > i
k=19 1.5 =1 Tk =2
suppenee vertailuperiaatteen nojalla.
¢) Integraalitesti:
. 32 +1
Tarkastellaan funktiota f(r) = ———, kun z > 1.
T2+
322 +1
Funktio f(z) = 7;7—'_ >0, kun z > 1.
2+
6x(z +x) — (322 +1)(3z2 +1 3zt +1
Funktio f(z) on vahenevi, silld f'(x) = (e’ t2) = (a7 + )82+ 1) ot < 0, kun
(23 + x)? (3 + )2
x> 1.
Epéoleellinen integraali
7 T 32 +1 7 3
/f(m)dm:/mdm: 1/ In |2® + 2| = cc.
1 1

Sarja hajaantuu integraalitestin nojalla.

d) Integraalitesti:

Tarkastellaan funktiota f(z) = 23(2* + 1)~%, kun = > 1.
Funktio f(z) = 23(z* +1)7* > 0, kun 2 > 1.

Funktio f(z) on vihenevi, silld f/(z) = 3z%(z* + 1)7% — 423 (2* + 1) 75423 = —22(132* - 3)(z* +
)7 <0, kun x > 1.

Epaioleellinen integraali

o0

/f(x)da:—/;z:g(x4+1)4dx— 1/ 2—73:%

1



Sarja suppenee integraalitestin nojalla.
4+ 3cos(k)

e) Sarjan termit ovat positiivisia: ay = 276

>0 kaikillak=1,2,3, ...

Vertailuperiaate:

<4+3cos(k) <4—|—3_ 7
26 26 2k6°

0

x X 443 k
Vertailusarja 356 Suppenee (p = 6 > 1), joten tutkittava sarja > %28()
E=1 k=1

vertailuperiaatteen nojalla.

suppenee
f) Integraalitesti:

Tarkastellaan funktiota f(x) = e~ kunz > 1.

Funktio f(z) = ze™™ >0, kun z > 1.

Funktio f(z) on vihenevi, silli f/(z) = 1e™® +ze™® (—2z) = (1 — 22%)e™*" < 0, kun z > 1.

Epéoleellinen integraali

2 R SN |
1/f(:r) dx—l/xex dz = 1/ (—§e7”“ )= %6 < 00.
Sarja suppenee integraalitestin nojalla.
2. a) Lasketaan raja-arvo:
1+ 5+t 1 .y
L= lim ’azizl{ " koo }%’ = Jm 1(57]6;) =0
o (5—k+1)k!(k+1)
R= % =0

Potenssisarja suppenee varmasti, kun —oo < & < oc.

00 k
b) Olkoon t = x — 7. T&lloin potenssisarja on muotoa (—1)kkLHtk. Lasketaan raja-arvo:
k=0

(71)k+1ﬂ.k+1

. T L9 k+1
L = lim ‘ak+1|: lim |L}€2k}: lim L_’_): lim m —
k—oo ! a k—o00 (—1) s k—oo k+2 k:aool_"_ 1
k+1 k+1
1 1
R=_—-—=_—
L

joten tutkittava potenssisarja suppenee varmasti, kun

1 1 1 1
t=lz—7<—- —=<t=z—-71<=- m—=—<z<m+—.
T T T ™ ™



¢) Lasketaan raja-arvo:

(k+1)!
| (k!
I — lim |ak+1|: lim |(/~c+1).+k+1|: lim (k4 D)k + k)
k! k—oo ((k+ )+ k+ 1k!
k! +k

k—oo ' ap k— o0

g MEADEAR) L (k1)K k)
TN Bk D)+ kDR koo (k4 1)(K 1)

1
1+
— 1)
= klim k=Dt T DL =1.
— 00
1+ T
1
R=—=1
L
Potenssisarja suppenee varmasti, kun || <1 —1<z <]1.
d) Olkoon t = x + 2. T&lléin potenssisarja on muotoa Y, —————t*. Lasketaan raja-arvo:
k=0 In(k +2)
(k+ 1)
k+1)In(k+2
L= lim |%|: lim M: lim w:w’
In(k + 2)
silld jos tarkastellaan funktiota
(z+1)In(z + 2)
Y >0
/(@) In(z + 3) P =
niin
z+1
@t l@+2) e BEFDH T
lim ———————— "= lim
T+3
1
1+ -
= lim [(z+3)In(z +2) + (z + 3) ‘g]zoo
T—r00
1+ —
1
R=—=0
L
Potenssisarja suppenee varmasti, kun t =z +2=0 xz = —2 (yksi piste).
e)
Lk 1)k 1) k!
L = lim A1 | _ lim M’L: im ME
koo | ag koo (K+ 1)1 kF koo El(k+1) Kk
k k
. k+1 ) 1
=l (T) = dm (1 * %) -
joten R = le Potenssisarja suppenee varmasti, kun f% <z < %



f) Koska

2

37

K+l 2
e

Ak+1 _
k—o00 k (%)k T koo k

ak

lim

k—o0

niin R = % Potenssisarja suppenee varmasti, kun —% <zr—1< % eli —% <z < g Potenssisarja
suppenee siis pisteessd x = 2. Kun « = %7 niin sarja tulee muotoon

ElZ) (2 -1k = k(=) -[2) = k=14+24+3+4+...
Sk(3) - G-vr=2k(3) (5) =Xkmrezesear
k=1 k=1 k=1
joten sarja ei suppene ko. pisteessa.
0o k+1
. Olkoon ¢t = z — a. Talléin potenssisarja on muotoa Y ok t*. Lasketaan raja-arvo:
k=0
k+2 k41
L = lim |2+ = R E
k—oo | ap k—yoo | 2k+1 2k k—oo ' 2 2
1
Ra = — = —
L a

Tutkittava potenssisarja suppenee varmasti, kun

2 2 2 2 2
[t|=]z—a|<- —=-<t=z—-a<- ——-+a<z<-+a.
a a a a a



