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1. vilikoe 09.02.2023
VALIVAIHEET JA PERUSTELUT NAKYVIIN, KIITOS!

a) Tutki sarjan
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suppenemista vertailuperiaatteen avulla. (2p)

b) Osoita integraalitestia kiyttiaen, ettd sarja
> o
P 3k —

hajaantuu. Osoita ensin, ettd integraalitestin oletukset ovat voimassa. (4p)

Ratkaisu:
a) Kaikilla k =1,2,...

0< 7%2 < ijz = 7i
(k2 +1)3 kS k4

Koska vertailusarja Z 71€4 suppenee (silld p = 4 > 1), niin my6s tutkittava sarja suppenee vertai-

luperiaatteen HOJalla
b) Olkoon f(z) = ﬁ, x > 1. Funktio f on positiivinen ja jatkuva, kun x > 1. Lisdksi funktio f
on aidosti vihenevi, silld
—6
() = ——== < 0.
Téaten integraalitestin oletukset ovat voimassa. Nyt
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joten epéoleellinen integraali hajaantuu. Téaten, integraalitestin nojalla, my6s tutkittava sarja ha-
jaantuu.

a) Laske potenssisarjojen avulla raja-arvo
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b) M&érdd potenssisarjan
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suppenemisside. (2p)
Ratkaisu:
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joten potenssisarjan suppenemisside R = % =T.
3. a) Maardd reaaliarvoisen kahden muuttujan funktion

1
f@y) = —F——
@)= =y
maéaritysjoukko My ja piirréd se zy-tasoon. (3p)

b) Olkoon g(z,y) = 2%y® kahden muuttujan reaaliarvoinen funktio sekii r = z(s,t) = st™!,
y = y(s,t) = t. Laske osittaisderivaatat g, (z,y) ja g,(z,y) sekd kiytd ketjusdéntoa ja esitd osittais-

derivaatta 8—‘3 = g; sievennetyssid muodossa muuttujien s ja t avulla. (3p)

Ratkaisu:
a) Funktio f on méiritelty, kun y — 22 > 0 ja \/y — 22 — 1 # 0. Siis

M;={(@y) eR*:y>a”jay#a”+1}.
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b) Osittaisderivaatat g, (z,y) = 32%y° ja g,(z,y) = 5z3y*. Ketjusddnnolla
0y _0g0r 390y

ot Ox 0t 0Oy ot

=32%y° - (—st™2) + 52yt - 1

= —3(st™H)20st ™2 + 5(st )3t

= —3s% + 55%t = 257t
4. a) Madria reaaliarvoisen ka;hden muuttujan funktion f(x,y) = 22%—6zy-+y? suunnattu derivaatta
pisteessi (3,0) vektorin @ = j suuntaan. (2p)

b) Miérii reaaliarvoisen kahden muuttujan funktion f(z,y) = 223 — 6xy + y? kriittiset pisteet ja
méadrad niiden laatu. (4p)

Ratkaisu:

a) Gradientti V f(x,y) = (622 —6y)i+(—6x+2y)7, Vf(3,0) = (6-3242-0)i+(—6-342-0)] = 54i—18].
Nyt ||@]| = 1, joten suunnattu derivaatta Vzf(3,0) =54-0—18-1= —18.

b) Kriittiset pisteet toteuttavat ehdon V f(z,y) = 0, joten saadaan yhtalopari

622 — 6y 0 N x? =y
—6x+2y =0 —6x+2y =0,
joten —6x + 222 = 0 eli 22(—3 + ) = 0, josta edelleen x = 0 tai = 3. Siten y = 0 tai y = 9.

Kriittiset pisteet ovat siis (0,0) ja (3,9).
Nyt funktio f toinen derivaatta
12 —6 T 0 —6f . 12-3 -6
Hi(z,y) = {—6 9 } , erityisesti Hy(0,0) = [—6 9 } ja Hy(3,9) = [ 6 9 } .

Koska det H(0,0) = 0-2—(—6)(—6) = —36 < 0, niin piste (0, 0) on satulapiste. Koska det H;(3,9) =
36-2—(—6)(—6) =36 > 0 ja hy; = 36 > 0, niin piste (3,9) on paikallinen minimipiste.



