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2. välikoe 03.03.2022, lyhyet ratkaisut

1. Olkoon A se suljettu ja rajoitettu alue, joka muodostuu suorien x = 0, y = 1 ja y = 1
2x leikatessa

toisensa. Laske
2∫

0

1∫
1
2x

6x(y3 + 1)3 dy dx

integroimisjärjestystä vaihtamalla. Piirrä kuva tasoalueesta, jonka yli integrointi suoritetaan.

Ratkaisu:
AlueA =

{
(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 2, x2 ≤ y ≤ 1

}
voidaan esittää muodossa

{
(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 2y, 0 ≤ y ≤ 1

}
.

Tällöin integroimisjärjestystä vaihtamalla saadaan

2∫
0

1∫
1
2x

6x(y3 + 1)3 dy dx =
1∫

0

2y∫
0

6x(y3 + 1)3 dxdy =
1∫

0

2y/
0

3x2(y3 + 1)3 dy

=
∫

4 · 3y2(y3 + 1)3 dy =
1/

0

(y + 1)4 = 24 − 14 = 15

Kuva tasoalueesta A:

2. a) Esitä kappale V =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1, x ≤ 0, y ≥ 0, z ≤ 0
}

pallokoordinaat-
tien avulla. (3p)

b) Tutki vektorikentän ~F = xyez~i+ z ln(y)~j + x2~k pyörteettömyys ja lähteettömyys. (3p)

Ratkaisu:
a) Koska z ≤ 0, niin θ ∈ [π2 , π] ja koska x2 +y2 +z2 ≤ 1, niin ρ ∈ [0, 1]. Edelleen napakoordinaateista
saadaan ehdoista x ≤ 0 ja y ≥ 0, että ϕ ∈ [π2 , π]. Täten kappale voidaan esittää pallokoordinaateis-
sa: V ′ =

{
(ρ, θ, ϕ) ∈ R3 : 0 ≤ ρ ≤ 1, π2 ≤ θ ≤ π,

π
2 ≤ ϕ ≤ π

}
.

b) Lähteettömyys:
∇· ~F = ∂x(xy ez) +∂y(z ln(y)) +∂z(x2) = y ez + z

y Koska divergenssi ei häviä kaikkialla, niin kenttä
ei ole lähteetön.
Pyörteettömyys:

∇× ~F =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂x ∂y ∂z
xy ez z ln(y) x2

∣∣∣∣∣∣ = (0− ln(y))~i− (2x− xy ez)~j + (0− x ez)~j 6= ~0.

Koska roottori ei häviä kaikkialla, niin kenttä ei ole pyörteetön.



3. a) Laske käyräintegraalin ∫
C

~F · d~x =
∫
C

xy dx+ (x+ 3y2) dy

arvo, kun C on käyrä ~x(t) = (2t− 1)~i+ t3~j, 0 ≤ t ≤ 1. (4p)

b) Osoita, että funktio U(x, y, z) = xz + z sin(y) + 2 on konservatiivisen vektorikentän ~F (x, y, z) =
z~i+ z cos(y)~j + (x+ sin(y))~k (eräs) potentiaalifunktio. (2p)

Ratkaisu:
a) Nyt ~x′(t) = 2~i+ 3t2~j. Tällöin

∫
C

~F · d~x =
1∫

0

[(2t− 1)t3 · 2 + (2t− 1 + 3t6) · 3t2] dt

=
1∫

0

[4t4 − 2t3 + 6t3 − 3t2 + 9t8] dt

=
1∫

0

[9t8 + 4t4 + 4t3 − 3t2] dt =
1/

0

[t9 + 4
5 t

5 + t4 − t3]

= 1 + 4
5 + 1− 1− 0 = 9

5

b) Koska ∇U = z~i+ z cos(y)~j + (x+ sin(y))~k = ~F , niin annettu funktio U on todella vektorikentän
~F potentiaalifunktio.

4. Olkoon S se osa pintaa z = f(x, y) = 21 + 4xy, joka on ympyräalueen

A = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x2 + y2 ≤ 9}

yläpuolella. Pinnan S ulkoinen yksikkönormaalivektori

~n0 = −4y~ı− 4x~+ ~k√
1 + 16x2 + 16y2

.

Laske napakoordinaattien avulla vektorikentän ~F (x, y, z) = 5x~ı − 2y~ + (3z − 53)~k vuo pinnan S
läpi.

Ratkaisu:

vuo =
∫∫
S

~F · ~n0 dS =
∫∫
S

1√
1 + 16x2 + 16y2

(5x,−2y, 3z − 53) · (−4y,−4x, 1) dS

=
∫∫
S

−20xy + 8xy + 3z − 53√
1 + 16x2 + 16y2

dS

=
∫∫
A

−12xy + 3(21 + 4xy)− 53√
1 + 16x2 + 16y2

√
1 + 16x2 + 16y2 dA

=
∫∫
A

(12xy + 63 + 12xy − 53) dA

=
2π∫

0

3∫
0

10r drdϕ =
2π∫

0

3/
0

5r2 dϕ =
2π∫

0

45 dϕ = 90π


