031075P MATEMATIIKAN PERUSKURSSI I1
1. vilikoe 10.02.2022, lyhyet ratkaisut

1. a) Tutki vertailuperiaatetta kiyttden sarjan

4
2 5
suppenemista. (2p)
b) Tutki integraalitestid kdyttden sarjan
= 5o
— 4k3 +1

suppenemista. Osoita tarkasti perustellen, ettd integraalitestin oletukset ovat voimassa. (4p)
Ratkaisu:

a) Koska kaikilla k = 1,2,. ..

0< 1 < 1
5k3 +1 = 5k3
o0
ja vertailusarja . % (p = 3 > 1) suppenee, niin vertailuperiaatteen nojalla tutkittava sarja sup-
k=1
penee.
b) Tutkitaan funktiota f(x) = 4;?%-7-17 kun z > 1. Funktio f jatkuva ja positiivinen ko. méaaritysjou-

kossa ja edelleen funktio f on aidosti vihenevé, silla

~ 10z(42® +1) — 52? - 122 10z(1 — 22%)

@23+ 1)? = sy O

f'(z)

Téaten integraalitestin oletukset ovat voimassa. Koska epéoleellinen integraali

ba? s
lim / ————dr= lim o In(42® + 1)

M —o0 41[,’3 +1 M—o0 | -
1
hajaantuu, niin integraalitestin nojalla tutkittava sarja hajaantuu.
2. a) Laske potenssisarjojen avulla raja-arvo
. 4a®sinh(x) — sin(2%)
lim — ,
=0 22 — arc tan(2z2)
kun tunnetaan sarjakehitelmét
3 5 7 3 5 7
. T T . x x x
Slnhx—x+§+§+ﬁ+ 5 .’I;ER7 Slnm—w_y‘f'y_ﬁ‘f' , .'L'ER,
arct CT T <t
arctane = — —+ — — — + -, |z .
3 5 7
(4p)
b) M&érdd potenssisarjan
> (e h)
T4+ =
— k+1 7
suppenemisside R. (2p)
Ratkaisu:
a)
5 o3 : 6 5 z z® 6 z'8 z30
425 sinh(z) —sin(2®) | 4@+ H A HF .. — 20+ G+ G —
lim = lim 3! 5! _ 3! 5!
-0 222 — arc tan(2z2) z—0 22 — 222 + % _ 2"95010 + ...
. 3+gzi+... 3 9
= lln%) —8 2'5 1 = § = g



b) Koska

.|kt . TR k41 . T(k+1)
L=1 — . — lim T
il ay i k+1+1 7k oo k42 7
joten suppenemisside on R = %

3. a) Méiraa funktion f(z,y) = /4 — 22 — y? + In(2? + y* — 1) médritysjoukko M;. (2p)

b) M&érda reaaliarvoisen kahden muuttujan funktion
fla,y) =32 -y’ + oy — 5z

gradientti. Maaraa funktion f suunnattu derivaatta pisteessd (1,1) vektorin @ = —25—1—;’ suuntaan.

Ratkaisu:
a) Funktio f on médritelty, kun 4 — 22 — 32 > 0 ja 22 + y? — 1 > 0. Titen miiritysjoukko on

Mp={(z,y) eR*: 1 <a®+y* <2°}.

b) Funktion f gradientti on V f(x,y) = (6z +y — 5)54— (—3y? + 1’); Suunnattu derivaatta

1, - = S 1 6 65
Vao f(1,1) = — (20 — 2) - (=2i + J) = —=(2(=2) + (-2)1) = ——= = ——°
f(L1) = 2@ =2])- (2 +]) = @2+ (9D =~ = -
4. a) Osoita, ettd kahden muuttujan reaaliarvoisen funktion f(z,y) = —a* —y* + 22 — 31y — xy eris

kriittinen piste on (1, —2). Tutki ko. pisteen laatu. (3p)
b) Olkoon f(x,y) = 22—2sin(y) kahden muuttujan reaaliarvoinen funktio seké z(t) = ¢ ja y(t) = 2t.

Laske osittaisderivaatat f,(z,y) ja fy(z, y) seké kidyta ketjusdantod ja esitd derivaatta % muuttujan
t avulla. (3p)

Ratkaisu: = B
a) Funktion f gradientti on Vf(z,y) = (—4a3 + 2 —y)i+ (—4y® — 31 — x)j ja pisteessd (1,—2)
gradientti hividd, silli Vf(1, —2) = (—4 + 2 — (—2))i + (—4

(=2)3 —31 —1)j = 0i + 05 = 0. Téiten
piste (1, —2) on funktion f kriittinen piste.
Funktion f Hessen matriisi on

—1222 -1 . —12 -1
Hf(l’,y): |: -1 _12y2:| Ja Hf(l,*Q): |:_1 _412:| ;

jonka determinantti on det Hy(1,—2) = 4(—12)? — (—=1)? > 0. Koska matriisin H(1,—2) alkio
hi11 = —12 < 0, niin piste (1, —2) on paikallinen maksimi.

b)

df _ofdz  Of dy _

= =97z-3t2 -2 -2 = 6t° — 4dcos(2t
dt — 9z dt ' 9y dt . cos(y) cos(2t)



031075P MATEMATIIKAN PERUSKURSSI I1
1. vilikoe 11.02.2022, lyhyet ratkaisut

1. a) Tutki, suppeneeko lukujono
In(k?+ 1)\~
k=1

b) Tutki integraalitestid kiyttden sarjan
> iy
3
= (k+2)
suppenemista. Osoita tarkasti perustellen, ettd integraalitestin oletukset ovat voimassa. (4p)

Ratkaisu: )
a) Tutkitaan funktiota f(z) = w, x > 1. Nyt "Hospitalin saantoa kayttaen

1 2 1 2z

lim In(z"+1) = lim =L = lim T =0,

T—00 x T—00 =00 I 4 >
joten jono suppenee kohti nollaa.
b) Tutkitaan funktiota f(x) = ﬁ, x > 1. Funktio f on jatkuva ja positiivinen mééritysjoukos-
saan ja lisdksi se on aidosti vihenevé, silla

—6
!/
= ———<0.

Integraalitestin oletukset ovat voimassa ja koska epéoleellinen integraali

M M
lim [ 2(z+2)"%dz= lim S S (R R
Moso | TV x_l\/laool (x+2)?2 9) "9~
1
suppenee, niin integraalitestin nojalla tutkittava sarja suppenee.
2. a) Laske potenssisarjojen avulla raja-arvo
28 sinh(z)
11m A )
x—0 arc tan(z3) — sin(a3)
kun tunnetaan sarjakehitelmét
3 5 7 3 5 7
. x x x . x x x
Slnhl':l'—f—?—ka—i—ﬁ—i— 5 xER, Slnl‘:l‘—g—f—g—?—f— 5 JIER,
arct A 2| <1
arctane = — —+ — — — +---, |z .
3 5 7
(4p)
b) Suppeneeko potenssisarja
o0 k
Z 3}5;1) ; (- 2)F
= E+2)
pisteesséd x = —27 Perustele. (2p)
Ratkaisu:
a)
28 sinh(z) . oz + %? +E+.)
m — 3 - 3N T lim 3 29 15 ) 3' P 215
e—0arctan(e?) —sin(2?) 22093 — Lo 4 24— (28 - L+ T2 4 )
1+ 2 + 1




b) Koska

(—DF (k+2)3F| 1

3Lk +3)  (=1F | 3

Ak+1
ak

L = lim

k—o0

= lim
k—o0

niin potenssisarjan suppenemissidde R = 3. Sarja suppenee, kun —3 < x —2 < 3eli -1 <z < 5,
joten sarja ei suppene pisteessa xr = —2.

3. a) Maaraa kahden muuttujan funktion z = f(z,y) = In(\/2? — y) mééritysjoukko My ja piirré
se xy -tasoon. (3p)

b) Tutki onko seuraava raja-arvo olemassa
: a?y
lim ——.
(@,)—(0,0) 22* + y?
Valitse lihestymistieksi origon kautta kulkevat suora y = 2z ja kiyrd y = x2. (3p)

Ratkaisu:
a) Funktio f on mééritelty, kun 2? —y > 0 eli My = {(z,y) € R? : y < 2?}.

b) Kun y = 2z, niin
:EQy . x2 . 2z . 223 2z

(a:,y)lin(0,0) 2z + 32 250 244 + (22)2 250 244 + 422 250 222 +2 ’

2

ja kun y = x*, niin

:1:2y . x2 .z 2zt 2 2

(:L’,y)l—)rn(O,O) 2z + 92 230 27 + (22)2 250 274 + x4 2530 2 +1 3

Koska eri lahestymisteitd pitkin saatiin eri tulos, niin raja-arvoa ei ole olemassa.

4. a) Miirii kahden muuttujan funktion f(z,y) = (z —2)2y gradientti. Laske funktion f suunnattu

>

derivaatta pisteessi (3, —1) vektorin @ = 47 + 37 suuntaan. (3p)

b) Olkoon f(x,y) = x? + xy — 2y? kahden muuttujan reaaliarvoinen funktio sekd x(t) = 3t~! ja
y(t) = t*. Laske osittaisderivaatat f(z,y) ja fy(z,y) seki kiytd ketjusiintod ja esitd derivaatta

% muuttujan ¢t avulla. (3p)

Ratkaisu:
a) Funktion f gradientti Vf(x,y) = (2(x — 2)y)i + (z — 2)?j ja Vf(3,—1) = —2i + j. Vektorin @
pituus on 5, joten @° = (47 + 3;). Téten

1 1
Vao f(3,-1) = 5(_2’ 1)-(4,3) = 3(_8+ 3)=-1.
b) Osittaisderivaatat fo(z,y) =2z +y ja fy(z,y) = ¢ — 4y. Ketjusdannolla

df _9fde  9f dy _
dt Oz dt = Oy dt

2z 419y) - (=3t72) + (z — 4y) - 2t = —8t3 + 3 — 18t 3.



