
MATEMATIIKAN PERUSKURSSI II
Ratkaisuja preppaustehtäviin

1. a) Muodostetaan osasummien jono

Sn =
n∑

k=1

[
1

(k + 3)2 − 1
(k + 4)2

]
=

[
1
42 − 1

52

]
+

[
1
52 − 1

62

]
+ · · · +

[
1

(n + 2)2 − 1
(n + 3)2

]
+

[
1

(n + 3)2 − 1
(n + 4)2

]
= 1

16 − 1
(n + 4)2 , n = 1, 2, . . . ,

josta saadaan
lim

n→∞
Sn = lim

n→∞

[
1
16 − 1

(n + 4)2

]
= 1

16 .

Sarja siis suppenee ja sarjan summa on 1
16 .

b) Muodostetaan osasummien jono

Sn =
n∑

k=1
( 3
√

k − 3
√

k − 1)

= ( 3
√

1 − 3
√

0) + ( 3
√

2 − 3
√

1) + ( 3
√

3 − 3
√

2) + · · · + ( 3
√

n − 1 − 3
√

n − 2) + ( 3
√

n − 3
√

n − 1)
= 3

√
n, n = 1, 2, . . . ,

josta saadaan
lim

n→∞
Sn = lim

n→∞
3
√

n = ∞.

Sarja siis hajaantuu.
c) Vertailuperiaate:

2
√

k

2k − 1 >
2
√

k

2k
= 1

k
1
2

> 0

kaikilla k = 1, 2, 3, . . .. Vertailusarja
∞∑

k=1

1
k

1
2

hajaantuu (0 < p = 1
2 ≤ 1), joten tutkittava sarja

hajaantuu vertailuperiaatteen nojalla.
d) Nyt f(x) = x e−x, x ≥ 1. Integraalitestin oletukset ovat voimassa, sillä

• f(x) = x e−x > 0 kaikilla x ≥ 1,
• f on jatkuva,
• f ′(x) = e−x − x e−x = e−x(1 − x) ≤ 0 kaikilla x ≥ 1 (ja derivaatan ainoa nollakohta on kun

x = 1), joten f on aidosti vähenevä.

Epäoleellinen integraali

lim
M→∞

M∫
1

x e−x dx = lim
M→∞

 M/
1

x(− e−x) +
∫ M

1
e−x dx


= lim

M→∞
(−x − 1) e−x = lim

M→∞

(
(−M − 1) e−M − (−1 − 1) e−1)

= 2
e < ∞

suppenee, joten integraalitestin nojalla tutkittava sarja suppenee.
e) Sarjan kaikki termit ovat negatiivisia.



f) Integraalitesti:
Tarkastellaan funktiota f(x) = 2(2x − 1)−1, kun x ≥ 1.
Funktio f(x) = 2(2x − 1)−1 > 0, kun x ≥ 1.
Funktio f(x) on vähenevä, sillä f ′(x) = −2(2x − 1)−22 = −4(2x − 1)−2 < 0, kun x ≥ 1.
Epäoleellinen integraali

∞∫
1

f(x) dx =
∞∫

1

2
2x − 1 dx =

∞/
1

ln |2x − 1| = ∞.

Sarja hajaantuu integraalitestin nojalla.

Vertailuperiaate:
2

2k − 1 >
2
2k

= 1
k

kaikilla k = 1, 2, 3, . . .. Vertailusarja
∞∑

k=1

1
k hajaantuu (0 < p = 1 ≤ 1), joten tutkittava sarja

∞∑
k=1

2
2k−1 hajaantuu vertailuperiaatteen nojalla.

g) Funktio f(x) = 5(x + 5)−2 > 0, kun x ≥ 1.

f ′(x) = (−10)(x + 5)−3 < 0,

kun x ≥ 1, joten f on vähenevä funktio.
∞∫

1

5(x + 5)−2 dx =
∞/

1

(−5)(x + 5)−1 = 0 + 5
6 = 5

6 < ∞,

joten epäoleellinen integraali suppenee. Sarja suppenee integraalitestin nojalla.

Koska
0 <

5
(k + 5)2 <

5
k2

kaikilla k = 1, 2, 3, . . . ja vertailusarja
∞∑

k=1

5
k2 suppenee (p = 2 > 1), tutkittava sarja suppenee

vertailuperiaatteen nojalla.

2. a) Koska R = 1
5 , tutkittava potenssisarja suppenee varmasti, kun∣∣∣∣x − 1

5

∣∣∣∣ <
1
5 − 1

5 < x − 1
5 <

1
5 0 < x <

2
5 .

b) Lasketaan raja-arvo:

L = lim
k→∞

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣∣∣
(−1)k+1

4k+1

(−1)k

4k

∣∣∣∣∣ = lim
k→∞

4k

4k+1 = lim
k→∞

1
4 = 1

4 .

Suppenemissäde on
R = 1

L
= 4.

Koska potenssisarjan suppenemissäde R = 4, potenssisarja suppenee varmasti, kun |x| < 4. Piste
x = −2 kuuluu tähän väliin, joten potenssisarja suppenee pisteessä x = −2.
c) Lasketaan raja-arvo:

L = lim
k→∞

∣∣ak+1

ak

∣∣ = lim
k→∞

∣∣ (−1)k+1(k+2)
2k+1

(−1)k(k+1)
2k

∣∣ = lim
k→∞

k + 2
k + 1 · 2k

2k+1 = lim
k→∞

1 + 2
k

1 + 1
k

· 1
2 = 1

2 .

Suppenemissäde on R = 1
L = 2.



3. a)
i) Tunnetaan potenssisarjat

cos(x) = 1 − x2

2! + x4

4! − x6

6! + · · · ,

sin(x) = x − x3

3! + x5

5! − x7

7! + · · · ,

ln(1 + x) = x − x2

2 + x3

3 − x4

4 + · · · ,

joten saadaan

lim
x→0

x cos(x) − sin(x)
ln(1 + x3)

= lim
x→0

x(1 − x2

2! + x4

4! − x6

6! + · · · ) − (x − x3

3! + x5

5! − x7

7! + · · · )

x3 − (x3)2

2 + (x3)3

3 − (x3)4

4 + · · ·

= lim
x→0

x(1 − x2

2! + x4

4! − x6

6! + · · · ) − x + x3

3! − x5

5! + x7

7! − · · ·

x3 − x6

2 + x9

3 − x12

4 + · · ·

= lim
x→0

x − x3

2! + x5

4! − x7

6! + · · · − x + x3

3! − x5

5! + x7

7! − · · ·

x3 − x6

2 + x9

3 − x12

4 + · · ·

= lim
x→0

[(− 1
2! + 1

3! )x
3 + ( 1

4! − 1
5! )x

5 + (− 1
6! + 1

7! )x
7 + · · · ] : x3

(x3 − x6

2 + x9

3 − x12

4 + · · · ) : x3

= lim
x→0

− 1
2! + 1

3! + ( 1
4! − 1

5! )x
2 + (− 1

6! + 1
7! )x

4 + · · ·

1 − x3

2 + x6

3 − x9

4 + · · ·
=

−1
2 + 1

6
1 = −1

3 .

ii) Tunnetaan Maclaurinin kehitelmät

ln(1 + x) = x − x2

2 + x3

3 − · · · ,

cos(x) = 1 − x2

2! + x4

4! − x6

6! + · · · ,

sin(x) = x − x3

3! + x5

5! − x7

7! + · · · ,



joten saadaan

lim
x→0

x2 ln(1 + x)
x cos(3x) − sin(x)

= lim
x→0

x2(
x − x2

2 + x3

3 − · · ·
)

x
(
1 − (3x)2

2! + (3x)4

4! − (3x)6

6! + · · ·
)

−
(
x − x3

3! + x5

5! − x7

7! + · · ·
)

= lim
x→0

x3 − x4

2 + x5

3 − · · ·

x
(
1 − 32x2

2! + 34x4

4! − 36x6

6! + · · ·
)

− x + x3

3! − x5

5! + x7

7! − · · ·

= lim
x→0

x3 − x4

2 + x5

3 − · · ·

x − 32x3

2! + 34x5

4! − 36x7

6! + · · · − x + x3

3! − x5

5! + x7

7! − · · ·

= lim
x→0

(
x3 − x4

2 + x5

3 − · · ·
)

: x3

(
( 1
3! − 32

2! )x3 + (34

4! − 1
5! )x

5 + ( 1
7! − 36

6! )x7 + · · ·
)

: x3

= lim
x→0

1 − x

2 + x2

3 − · · ·

1
3! − 32

2! + (34

4! − 1
5! )x

2 + ( 1
7! − 36

6! )x4 + · · ·
= 1

1
6 − 9

2

= − 3
13

b) Nyt n = 1 ja edelleen f(x) = (x + 1) 1
3 , f(0) = 1, f ′(x) = 1

3 (x + 1)− 2
3 ja f ′(0) = 1

3 . Sijoitetaan
nämä suoraan annettuun kaavaan, jolloin

T1(x) =
1∑

k=0

f (k)(0)
k! xk = f(0)

0! + f ′(0)
1! = 1 + 1

3x.

Funktion f arvon arviointi kun x = 0.331:

f(0.331) ≈ T1(0.331) = 1 + 1
3 · 0.331 = 1.110333.

4. b) Valitaan ensin lähestymistie y = x.

lim
(x, y) → (0, 0)
y = x

6x2y4

x3 + 3y12 = lim
x→0

6x2x4

x3 + 3x12 = lim
x→0

6x6

x3(1 + 3x9) = lim
x→0

6x3

1 + 3x9 = 0
1 + 0 = 0.

Valitaan sitten lähestymistie y = x
1
4 .

lim
(x, y) → (0, 0)
y = x2

x2y

x4 + y2 = lim
x→0

6x2(x 1
4 )4

x3 + 3(x 1
4 )12

= lim
x→0

6x3

x3 + 3x3 = lim
x→0

6
4 = 3

2 .

Koska eri lähestymisteitä pitkin saatiin eri arvot, niin raja-arvoa ei ole olemassa origossa.

5. a) Koska

u⃗0 = u⃗

|u⃗|
= (1, −2)√

12 + (−2)2
= ( 1√

5
, − 2√

5
)



ja fx(x, y) = −4x, fx(x, y) = 3y2, niin

∇u⃗0f(−1, 2) = ∇f(−1, 2) · u⃗0 = (4, 12) · ( 1√
5

, − 2√
5

) = 4 − 24√
5

= −4
√

5.

b) Koska fx(x, y) = 5(x−2)4y ja fy(x, y) = (x−2)5, niin fx(3, −1) = −5 ja fy(3, −1) = 1. Edelleen

u⃗ = −4⃗i + 3⃗j, joten |u⃗| =
√

(−4)2 + 32 =
√

25 = 5, ja siis u⃗0 = u⃗

|u⃗|
= −4

5 i⃗ + 3
5 j⃗. Tällöin

∇u⃗0f(3, −1) = ∇f(3, −1) · u⃗0 = (fx(3, −1), fy(3, −1)) · u⃗0

= (−5, 1) · (−4
5 ,

3
5) = 23

5 = 43
5 .

c) Funktion f(x, y) = x ln(y2 + 1) osittaisderivaatat ovat fx(x, y) = ln(y2 + 1) ja fy(x, y) = 2xy

y2 + 1 ,
joten

∇f(1, −1) = (fx(1, −1), fy(1, −1)) = (ln(2), −1).

Koska u⃗ = 4⃗i − 3⃗j, niin
u⃗0 = u⃗

|u⃗|
= (4, −3)√

42 + (−3)2
= (4, −3)

5 .

Siis
∇u⃗0f(1, −1) = ∇f(1, −1) · u⃗0 = (ln(2), −1) · (4, −3)

5 = ln(16) + 3
5 .

d) Funktion f(x, y) = 4x2y − xy3 − 5 gradientti on

∇f(x, y) =
[

8xy − y3

4x2 − 3xy2

]
.

Normeerataan vektori u⃗:
u⃗0 = 1√

2

[
−1
−1

]
.

Gradientti pisteessä (−1, 2):

∇f(−1, 2) =
[
−8 · 2 − 8
4 + 3 · 4

]
=

[
−24
16

]
Suunnattu derivaatta pisteessä (−1, 2) on vektorien ∇f(−1, 2) ja u⃗0 pistetulo:

∇u⃗0f(−1, 2) = −24 · (− 1√
2

) + 16 · (− 1√
2

) = 8√
2

= 4
√

2.

Funktion arvot vähenevät voimakkaimmin pisteessä (−1, 2) negatiivisen gradientin suuntaan eli

suuntaan −∇f(−1, 2) = 8
[

3
−2

]
.

e) Koska funktion arvot eivät muutu tasa-arvokäyrää pitkin kuljettaessa, niin funktion arvot muut-
tuvat vähiten vektorin v⃗ suuntaan. Täten funktion arvot vähenevät voimakkaimmin vektorin u⃗
suuntaan.

6. a) Koska fx(x, y) = 3
x + 1 , fy(x, y) = − ey−2 ja z(t) = f(x(t), y(t)), niin

dz

dt
= ∂f

∂x

dx

dt
+ ∂f

∂y

dy

dt
= 3

x + 1 1 − ey−2 2t = 3
t − 1 + 1 1 − et2+2−2 2t = 3t−1 − 2t et2

.



b) Osittaisderivaatat ovat fx(x, y) = y−1 ja fy(x, y) = −xy−2. Lisäksi z(s, t) = f(x(s, t), y(s, t)) ja

xt = es, yt = e−s,

joten ketjusäännön avulla saadaan

∂z

∂t
= zt = fxxt + fyyt = y−1 es − xy−2 e−s = (t e−s)−1 es − t es(t e−s)−2 e−s

= t−1 es es − t est−2 e2s e−s = t−1 e2s − t−1 + e2s = 0.

c) Osittaisderivaatat ovat fx(x, y) = 1 ex + x ex = (x + 1) ex ja fy(x, y) = −y6. Lisäksi z(t) =
f(x(t), y(t)) ja

dx

dt
= d[ln(t)]

dt
= t−1,

dy

dt
= d(t 1

3 )
dt

= 1
3 t− 2

3 ,

joten ketjusäännön avulla

dz

dt
= ∂f

∂x

dx

dt
+ ∂f

∂y

dy

dt
= (x + 1) ext−1 − y6 1

3 t− 2
3

= (ln(t) + 1) eln(t)t−1 − ( 3
√

t)6 1
3 t− 2

3 = [ln(t) + 1]tt−1 − t2 1
3 t− 2

3 = ln(t) + 1 − t 3
√

t

3 .

7. a) Koska
fx(x, y) = 12y − 3y2 − 3x2,
fy(x, y) = 12x − 6xy,

saadaan toisiksi osittaisderivaatoiksi

fxx(x, y) = −6x,
fyy(x, y) = −6x,
fxy(x, y) = 12 − 6y.

Tällöin D(x, y) = fxx(x, y)fyy(x, y) − (fxy(x, y))2 = 36x2 − (12 − 6y)2.
Piste (0, 0) on satulapiste, sillä D(0, 0) = −144 < 0.
Piste (0, 4) on satulapiste, sillä D(0, 4) = −144 < 0.
Piste (−2, 2) ei ole satulapiste, sillä D(−2, 2) = 144 > 0.
Piste (2, 2) ei ole satulapiste, sillä D(2, 2) = 144 > 0.
b) Koska fx(x, y) = 6x2 + 6x − 12 ja fy(x, y) = 2y, niin

fxx(x, y) = 12x + 6,
fyy(x, y) = 2,
fxy(x, y) = 0.

Nyt D(x, y) = fxx(x, y)fyy(x, y) − (fxy(x, y))2 = 12(2x + 1).
Piste (−2, 0) on satulapiste, sillä D(−2, 0) = −36 < 0. Piste (1, 0) on paikallinen minimipiste, sillä
D(1, 0) = 36 > 0, fxx(1, 0) = 18 > 0.
c) Koska ∇f(x, y) = (fx(x, y), fy(x, y)) = (12y − 6xy, 12x − 3x2 − 3y2), niin

∇f(4, 0) = (12 · 0 − 6 · 4 · 0, 12 · 4 − 3 · 42 − 3 · 02) = (0, 0) = 0⃗,

∇f(2, −2) = (12 · (−2) − 6 · 2 · (−2), 12 · 2 − 3 · 22 − 3 · (−2)2) = (0, 0) = 0⃗.

Lasketaan toiset osittaisderivaatat

fxx(x, y) = −6y,
fyy(x, y) = −6y,
fxy(x, y) = 12 − 6x.



Nyt D(x, y) = fxx(x, y)fyy(x, y)− (fxy(x, y))2 = (−6y)(−6y)− (12−6x)2 = −36x2 +36y2 +144x−
144.
Piste (4, 0) on satulapiste, sillä D(4, 0) = −144 < 0.
Piste (2, −2) on paikallinen minimipiste, sillä

D(2, −2) = 144 > 0,
fxx(2, −2) = 12 > 0.

d) Kriittiset pisteet ovat gradientin nollakohtia:{
fx(x, y) = 4x − 4xy = 0,
fy(x, y) = −2x2 + 2y = 0.

Tulon nollasäännöllä saadaan 1. yhtälöstä x = 0 tai y = 1.
Sijoitetaan 2. yhtälöön x = 0: 2y = 0 ⇒ y = 0.
Sijoitetaan 2. yhtälöön y = 1: −2x2 + 2 = 0 ⇒ x = ±1.
Kriittiset pisteet ovat (x, y) = (0, 0), (x, y) = (−1, 1) ja (x, y) = (1, 1).
Lasketaan toiset osittaisderivaatat

fxx(x, y) = 4 − 4y,
fyy(x, y) = 2,
fxy(x, y) = −4x.

Nyt D(x, y) = fxx(x, y)fyy(x, y) − (fxy(x, y))2 = 8(1 − y) − 16x2.
Piste (0, 0) on paikallinen minimipiste, sillä D(0, 0) = 8 > 0 ja fxx(0, 0) = 4 > 0.
Piste (−1, 1) on satulapiste, sillä D(−1, 1) = −16 < 0.
Piste (1, 1) on myös satulapiste, sillä D(1, 1) = −16 < 0.

8. a)

∫
A

∫
6xy dA =

4∫
0

2∫
√

x

6xy dy dx =
4∫

0

2/
√

x

3xy2 dx

=
4∫

0

(12x − 3x2) dx =
4/

0

(6x2 − x3) = 32

b) A = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 1, y ≤ x ≤ 2 − y}

∫
A

∫ 2
−y2 + 2y + 4 dA =

1∫
0

2−y∫
y

2
−y2 + 2y + 4 dx dy

=
1∫

0

2−y/
y

2x

−y2 + 2y + 4 dy =
1∫

0

2(2 − y − y)
−y2 + 2y + 4 dy

= 2
1∫

0

2 − 2y

−y2 + 2y + 4 dy

= 2
1/

0

ln
∣∣−y2 + 2y + 4

∣∣ = 2 ln(5
4)



c)

A = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 2, 2y ≤ x ≤ y + 2}

∫
A

∫
12x(−y3 + 2y2 + 4y)5 dA =

2∫
0

y+2∫
2y

12x(−y3 + 2y2 + 4y)5 dx dy

=
2∫

0

y+2/
2y

6x2(−y3 + 2y2 + 4y)5 dy =
2∫

0

6((y + 2)2 − (2y)2)(−y3 + 2y2 + 4y)5 dy

=
2∫

0

6(−3y2 + 4y + 4)(−y3 + 2y2 + 4y)5 dy =
2/

0

(−y3 + 2y2 + 4y)6 = 86 = 262144

9. a)

4∫
0

2∫
√

x

3
y3 + 1 dy dx =

2∫
0

y2∫
0

3
y3 + 1 dx dy

=
2∫

0

( y2/
0

3x

y3 + 1

)
dy =

2∫
0

3y2

y3 + 1 dy

=
2/

0

ln
∣∣y3 + 1

∣∣ = ln(9)

b) Integroimisalue A voidaan kuvata kahdella eri tavalla:

A = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 2, 3x ≤ y ≤ 6} tai A = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 6, 0 ≤ x ≤ 1
3 y}.

Tällöin voidaan vaihtaa integrointijärjestys ja laskea

2∫
0

6∫
3x

54x(y3 + 1)−2 dy dx =
6∫

0

1
3 y∫

0

54x(y3 + 1)−2 dx dy =
6∫

0

1
3 y/

0

27x2(y3 + 1)−2 dy

=
6∫

0

3y2(y3 + 1)−2 dy =
6/

0

(− 1
y3 + 1) = 216

217 .



c)

4∫
0

2∫
√

x

84x2(y7 + 1)3 dy dx =
2∫

0

y2∫
0

84x2(y7 + 1)3 dx dy

=
2∫

0

( y2/
0

28x3(y7 + 1)3
)

dy =
2∫

0

28(y2)3(y7 + 1)3 dy

=
2∫

0

28y6(y7 + 1)3 dy =
2/

0

(y7 + 1)4 = 1294 − 1

= 276922880

d)

0∫
−4

1∫
− x

4

3x2 e−y4
dy dx =

1∫
0

0∫
−4y

3x2 e−y4
dx dy

=
1∫

0

0/
−4y

x3 e−y4
dy =

1∫
0

64y3 e−y4
dy

= (−16)
1∫

0

(−4y3) e−y4
dy = (−16)

1/
0

e−y4

= 16(1 − e−1)

10. a) Napakoordinaateissa x = r cos φ ja y = r sin φ, joten

∫
A

∫ 2x

x2 + y2 dA =

π
2∫

0

4∫
1

2r cos φ

r2 r dr dφ =

π
2∫

0

4∫
1

2 cos φ dr dφ

=

π
2∫

0

4/
1

2 cos φr dφ =

π
2∫

0

6 cos φ dφ =
π
2/

0

6 sin φ = 6.

b) Napakoordinaateissa x = r cos φ ja y = r sin φ, joten

∫
A

∫ 2x − 3y

x2 + y2 dA =
2π∫

π

2∫
1

2r cos φ − 3r sin φ

r2 r dr dφ =
2π∫

π

2∫
1

(2 cos φ − 3 sin φ) dr dφ

=
2π∫

π

2/
1

(2 cos φ − 3 sin φ)r dφ =
2π∫

π

(2 cos φ − 3 sin φ)(2 − 1) dφ =
2π/

π

(2 sin φ + 3 cos φ)

= 0 + 3 − 0 + 3 = 6.



c) Alue A = {(x, y) ∈ R2 : −3 ≤ x ≤ 0, 0 ≤ y ≤
√

9 − x2} on napakoordinaateissa A′ = {(r, φ) ∈
R2 : 0 ≤ r ≤ 3, π

2 ≤ φ ≤ π}. Tällöin

0∫
−3

√
9−x2∫
0

4
4 + x2 + y2 dy dx =

∫
A

∫ 4
4 + x2 + y2 dA =

∫
A′

∫ 4
4 + r2 r dr dφ

=
π∫

π
2

3∫
0

4
4 + r2 r dr dφ =

π∫
π
2

3∫
0

4r

4 + r2 dr dφ

=
π∫

π
2

3/
0

2 ln(4 + r2) dφ =
π∫

π
2

2 ln 13
4 dφ = π ln 13

4 .

d) Integroimisalue A = {(x, y) ∈ R2 : −4 ≤ x ≤ 0, −
√

16 − x2 ≤ y ≤ 0} on napakoordinaateissa
alue A′ = {(r, φ) ∈ R2 : 0 ≤ r ≤ 4, π ≤ φ ≤ 3π

2 }.

0∫
−4

0∫
−

√
16−x2

2
x2 + y2 + 2 dy dx =

∫
A

∫ 2
x2 + y2 + 2 dA =

∫
A′

∫ 2
r2 + 2 r dr dφ

=

3π
2∫

π

4∫
0

2r

r2 + 2 dr dφ =

3π
2∫

π

4/
0

ln(r2 + 2) dφ

=

3π
2∫

π

(ln(18) − ln(2)) dφ =
3π
2/

π

ln(9)φ = π

2 ln(9)

e) A = A1 ∪ A2, missä A1 = {(x, y) ∈ R2 : −3 ≤ x ≤ 0, 0 ≤ y ≤ 2} ja A2 = {(r, φ) ∈ R2 : 0 ≤ r ≤
2, 0 ≤ φ ≤ π

2 }.∫
A

∫
3(x2 + y2) dA =

∫
A1

∫
3(x2 + y2) dA +

∫
A2

∫
3(x2 + y2) dA

=
0∫

−3

2∫
0

3(x2 + y2) dy dx +

π
2∫

0

2∫
0

3r2 r dr dφ =
0∫

−3

2/
0

(3x2y + y3) dx +

π
2∫

0

2/
0

3
4r4 dφ

=
0∫

−3

(6x2 + 8) dx +

π
2∫

0

12 dφ =
0/

−3

(2x3 + 8x) +
π
2/

0

12φ = 78 + 6π

11. a) Lasketaan kappaleen tilavuus:

∫∫
V

∫
1 dV =

2π∫
0

5∫
0

25−r2∫
r−5

r dz dr dφ =
2π∫

0

5∫
0

(
25−r2/

r−5

rz) dr dφ

=
2π∫

0

5∫
0

[r(25 − r2) − r(r − 5)] dr dφ =
2π∫

0

5∫
0

(−r3 − r2 + 30r) dr dφ

=
2π∫

0

5/
0

(−1
4r4 − 1

3r3 + 15r2) dφ =
2π∫

0

(−625
4 − 125

3 + 375) dφ = 2125π

6 .



b) Annettu kappale sylinterikoordinaateissa on

V ′ = {(r, φ, z) ∈ R3 : 0 ≤ r ≤ 3, 0 ≤ φ ≤ π, 0 ≤ z ≤ 3 − r}.

∫∫
V

∫
20z

√
x2 + y2 dV =

∫∫
V ′

∫
20zr r dV =

π∫
0

3∫
0

3−r∫
0

20zr r dz dr dφ

=
π∫

0

3∫
0

3−r/
0

10z2r2 dr dφ =
π∫

0

3∫
0

10(3 − r)2r2 dr dφ

=
π∫

0

3∫
0

10(9 − 6r + r2)r2 dr dφ =
π∫

0

3∫
0

(90r2 − 60r3 + 10r4) dr dφ

=
π∫

0

3/
0

(30r3 − 15r4 + 2r5) dφ = 27(30 − 45 + 18)π = 81π

c) Kappale voidaan kuvata sylinterikoordinaattien avulla seuraavasti:

V ′ = {(r, φ, z) ∈ R3 : 0 ≤ r ≤ 3, 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ 9 − r2}.

Lasketaan integroimalla tilavuus:

∫∫
V

∫
1 dV =

∫∫
V ′

∫
r dr dφ dz =

2π∫
0

3∫
0

9−r2∫
0

r dz dr dφ =
2π∫

0

3∫
0

9−r2/
0

rz dr dφ

=
2π∫

0

3∫
0

(−r3 + 9r) dr dφ =
2π∫

0

3/
0

(−1
4r4 + 9

2r2) dφ

=
2π∫

0

(−81
4 + 81

2 ) dφ = 81π

2 .

d) Kappale voidaan kuvata sylinterikoordinaattien avulla seuraavasti:

V ′ = {(r, φ, z) ∈ R3 : 0 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ φ ≤ 2π, r − 2 ≤ z ≤ 4 − r2}.

Lasketaan kappaleen tilavuus:

∫∫
V

∫
1 dV =

∫∫
V ′

∫
r dr dφ dz =

2π∫
0

2∫
0

4−r2∫
r−2

r dz dr dφ

=
2π∫

0

2∫
0

(
4−r2/

r−2

rz) dr dφ =
2π∫

0

2∫
0

[r(4 − r2) − r(r − 2)] dr dφ

=
2π∫

0

2∫
0

(−r3 − r2 + 6r) dr dφ

=
2π∫

0

2/
0

(−1
4r4 − 1

3r3 + 3r2) dφ =
2π∫

0

(−4 − 8
3 + 12) dφ

= 32π

3 .



12. a)

∇ × F⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

∂x ∂y ∂z

xy y2 − z2 yz

∣∣∣∣∣∣ = (z + 2z)⃗i − (0 − 0)⃗j + (0 − x)k⃗ = 3z⃗i − xk⃗ = (3z, 0, −x)

∇f = fx(x, y, z)⃗i + fy(x, y, z)⃗j + fz(x, y, z)k⃗ = 6x⃗i − 12y2j⃗ + 2k⃗ = (6x, −12y2, 2)

b) {
(3t − 1, 4t, t − 2) = (−1, 0, −2), käyrän alkupiste
(3t − 1, 4t, t − 2) = (2, 4, −1), käyrän loppupiste ;

{
t = 0, käyrän alkupiste
t = 1. käyrän loppupiste

Siis 0 ≤ t ≤ 1 ja koska x⃗′(t) = 3⃗i + 4⃗j + k⃗, niin

∫
C

2xy dx − y(z + 2) dy + 4y dz =
1∫

0

[2(3t − 1)(4t)3 − 4t(t − 2 + 2)4 + 4(4t)] dt

=
1∫

0

(72t2 − 24t − 16t2 + 16t) dt =
1∫

0

(56t2 − 8t) dt

=
1/

0

(56
3 t3 − 4t2) = 56

3 − 4 = 44
3 = 142

3 .

Vektorikenttä F⃗ (x, y, z) = 2xy⃗i − (yz + 2y)⃗j + 4yk⃗ ei ole konservatiivinen, sillä

∇ × F⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

∂x ∂y ∂z

2xy −yz − 2y 4y

∣∣∣∣∣∣ = (4 − (−y))⃗i − (0 − 0)⃗j + (0 − 2x)k⃗ = (4 + y)⃗i − 2xk⃗ ̸= 0⃗.

Potentiaalifunktiota U = U(x, y, z) ei ole olemassa, joten käyräintegraalin arvoa ei voi laskea po-
tentiaalifunktion U(x, y, z) avulla.
c) Lasketaan potentiaalifunktio:

Ux(x, y) (1)= 2x − 3x2y,

Uy(x, y) (2)= −x3 + 3y2,

joten

(1) : U(x, y) =
∫

(2x − 3x2y) dx = x2 − x3y + A(y)

Uy = −x3 + A′(y) (2)= −x3 + 3y2

A′(y) = 3y2 A(y) =
∫

3y2 dy = y3 + C

U(x, y) = x2 − x3y + y3 + C.

Koska x⃗(0) = 0e0⃗i + 2
√

0⃗j = (0, 0) (alkupiste) ja x⃗(1) = 1 e1⃗i + 2
√

1⃗j = ( e, 2) (loppupiste), niin∫
C

(2x − 3x2y) dx + (−x3 + 3y2) dy = U( e, 2) − U(0, 0)

= e2 − e32 + 23 + C − C = e2 − 2 e3 + 8.



d)
Ux(x, y, z) (1)= x + 2y + 4z,

Uy(x, y, z) (2)= 2x − 3y − z,

Uz(x, y, z) (3)= 4x − y + 2z.

Lasketaan potentiaalifunktio:

(1) : U(x, y, z) =
∫

(x + 2y + 4z) dx
= 1

2 x2 + 2xy + 4xz + A(y, z)
Uy = 2x + ∂A

∂y (y, z)
(2)= 2x − 3y − z

∂A
∂y (y, z) = −3y − z A(y, z) =

∫
(−3y − z) dy

= − 3
2 y2 − yz + B(z)

U(x, y, z) = 1
2 x2 + 2xy + 4xz − 3

2 y2 − yz + B(z)
Uz = 4x − y + B′(z)

(3)= 4x − y + 2z.

B′(z) = 2z B(z) =
∫

2z dz = z2 + C
U(x, y, z) = 1

2 x2 + 2xy + 4xz
− 3

2 y2 − yz + z2 + C.

Koska x⃗(0) = (2 · 0, −02, 3 · 03) = (0, 0, 0) (loppupiste) ja x⃗(−1) = (2(−1), −(−1)2, 3(−1)3) =
(−2, −1, −3) (alkupiste), niin∫
C

(x + 2y + 4z) dx + (2x − 3y − z) dy + (4x − y + 2z) dz = U(0, 0, 0) − U(−2, −1, −3)

= 0 + C − (2 + 4 + 24 − 3
2 − 3 + 9 + C)

= −341
2 .

e) Käyrän parametriesityksestä saadaan t0 = 0 ja t1 = π ja x⃗′ (t) = −a sin(t)⃗i + a cos(t)⃗j. Käyräin-
tegraalin arvo

∫
C

(x − y) dx + (y3 + x) dy =
π∫

0

[(a cos(t) − a sin(t))(−a sin(t)) + (a3 sin3(t) + a cot(t))(a cos(t))] dt

=
π∫

0

[−a2 sin(t) cos(t) + a2 sin2(t) + a3 sin3(t) cos(t) + a2 cos2(t)] dt

=
π∫

0

[a2 − a2 sin(t) cos(t) + a3 sin3(t) cos(t)] dt

=
π/

0

a2t − a2

2 sin2(t) + a3

4 sin4(t) = a2π.

Vektorikentän divergenssi divF⃗ = (∂x, ∂y, ∂z) · (x − y, y3 + x, 0) = 1 + 3y2.

13. a)
A = {(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ x ≤ 1, 3x2 ≤ y ≤ 3},



joten Greenin lauseen nojalla

↶
∮
∂A

(−4xy) dx + (5x − y2) dy =
∫
A

∫ ( ∂

∂x
(5x − y2) − ∂

∂y
(−4xy)

)
dA

=
∫
A

∫
(5 + 4x) dA =

1∫
−1

3∫
3x2

(5 + 4x) dy dx

=
1∫

−1

3/
3x2

(5y + 4xy) dx =
1∫

−1

(15 + 12x − 15x2 − 12x3) dx

=
1/

−1

(15x + 6x2 − 5x3 − 3x4) = 20.

b) Greenin lauseen avulla saadaan

↶
∮
∂A

(xy2 − 3x2) dx + (3xy + 7y) dy =
∫
A

∫ [∂(3xy + 7y)
∂x

− ∂(xy2 − 3x2)
∂y

]
dA

=
∫
A

∫
(3y − 2xy) dA =

2∫
0

1
2 y∫

−1

(3y − 2xy) dx dy =
2∫

0

1
2 y/

−1

(3yx − yx2) dy

=
2∫

0

(3
2y2 − 1

4y3 + 3y + y) dy =
2∫

0

(3
2y2 − 1

4y3 + 4y) dy

=
2/

0

(1
2y3 − 1

16y4 + 2y2) = 4 − 1 + 8 = 11.

TAI

↶
∮
∂A

(xy2 − 3x2) dx + (3xy + 7y) dy =
∫
A

∫
(3y − 2xy) dA

=
0∫

−1

2∫
0

(3y − 2xy) dy dx +
1∫

0

2∫
2x

(3y − 2xy) dy dx

=
0∫

−1

2/
0

(3
2y2 − xy2) dx +

1∫
0

2/
2x

(3
2y2 − xy2) dx

=
0∫

−1

(6 − 4x) dx +
1∫

0

(6 − 4x − 6x2 + 4x3) dx

=
0/

−1

(6x − 2x2) +
1/

0

(6x − 2x2 − 2x3 + x4)

= 6 + 2 + 6 − 2 − 2 + 1 = 11



c)

↶
∮
∂A

(−8x2y) dx + 8xy2 dy =
∫
A

∫ ( ∂

∂x
(8xy2) − ∂

∂y
(−8x2y)

)
dA =

∫
A

∫
(8y2 + 8x2) dA

=
π∫

π
2

5∫
0

8r2 r dr dφ =
π∫

π
2

5∫
0

8r3 dr dφ =
π∫

π
2

( 5/
0

2r4)
dφ

=
π∫

π
2

1250 dφ = 625π

d) Greenin lauseen nojalla

∮
∂A

F⃗ · dx⃗ =
∫∫
A

(Qx − Py) dA =
1∫

0

4x3∫
0

(18xy − 14xy) dy dx

=
1∫

0

4x3/
0

2xy2 dx =
1∫

0

32x7 dx =
1/

0

4x8 = 4.

Vektorikenttä ei ole konservatiivinen, sillä yllä olevan käyräintegraalin arvo suljetun käyrän yli eroaa
nollasta.

14. a) Koska fx(x, y) = 2x ja fy(x, y) = 2y, niin∫
S

∫ √
4z − 11 dS =

∫
A

∫ √
4(x2 + y2 + 3) − 11

√
1 + (2x)2 + (2y)2 dA

=
1∫

0

3∫
0

(1 + 4x2 + 4y2) dy dx =
1∫

0

3/
0

(y + 4x2y + 4
3y3) dx

=
1∫

0

(39 + 12x2) dx =
1/

0

(39x + 4x3) = 43.

b) Koska fx(x, y) = −2x ja fy(x, y) = −2y, niin∫
S

∫
6
√

17 − 4z dS =
∫
A

∫
6
√

17 − 4(4 − x2 − y2)
√

1 + (−2x)2 + (−2y)2 dA

=
1∫

0

x∫
0

(6 + 24x2 + 24y2) dy dx =
1∫

0

x/
0

(6y + 24x2y + 8y3) dx

=
1∫

0

(6x + 32x3) dx =
1/

0

(3x2 + 8x4) = 11.

15. a) Annetun avoimen funktiopinnan ulkoinen yksikkönormaalivektori

n⃗0 = −fx(x, y)⃗i − fy(x, y)⃗j + k⃗√
1 + [fx(x, y)]2 + [fy(x, y)]2

= −3y⃗i − 3x⃗j + k⃗√
1 + 9x2 + 9y2

.



vuo =
∫
S

∫
F⃗ · n⃗0 dS =

∫
S

∫
(2x, −6y, 4z − 28) · (−3y, −3x, 1)√

1 + 9x2 + 9y2
dS

=
∫
S

∫
−6xy + 18xy + 4z − 28√

1 + 9x2 + 9y2
dS =

∫
S

∫ 12xy + 4z − 28√
1 + 9x2 + 9y2

dS

=
∫
A

∫ 12xy + 4(7 + 3xy) − 28√
1 + 9x2 + 9y2

√
1 + 9x2 + 9y2 dA =

∫
A

∫
24xy dA

=
1∫

0

1∫
0

24xy dy dx =
1∫

0

1/
0

12xy2 dx =
1∫

0

12x dx =
1/

0

6x2 = 6.

b) Annetun avoimen funktiopinnan ulkoinen yksikkönormaalivektori

n⃗0 = −fx(x, y)⃗i − fy(x, y)⃗j + k⃗√
1 + [fx(x, y)]2 + [fy(x, y)]2

= −3y⃗i − 3x⃗j + k⃗√
1 + 9x2 + 9y2

.

vuo =
∫
S

∫
F⃗ · n⃗0 dS =

∫
S

∫
(−4xz, 4yz − 3y, z − 1) · (−3y, −3x, 1)√

1 + 9x2 + 9y2
dS

=
∫
S

∫ 12xyz − 12xyz + 9xy + z − 1√
1 + 9x2 + 9y2

dS =
∫
A

∫ 9xy + 3xy + 1 − 1√
1 + 9x2 + 9y2

√
1 + 9x2 + 9y2 dA

=
∫
A

∫
12xy dA =

1∫
0

2x∫
0

12xy dy dx =
1∫

0

2x/
0

6xy2 dx

=
1∫

0

24x3 dx =
1/

0

6x4 = 6

c) Annetun avoimen funktiopinnan ulkoinen yksikkönormaalivektori

n⃗0 = −fx(x, y)⃗i − fy(x, y)⃗j + k⃗√
1 + [fx(x, y)]2 + [fy(x, y)]2

= 2x⃗i + 2yj⃗ + k⃗√
1 + 4x2 + 4y2

.

Lasketaan vuo:

vuo =
∫
S

∫
F⃗ · n⃗0 dS =

∫
S

∫
(5y − 3yz, −5x + 3xz, 6x − xz) · (2x, 2y, 1)√

1 + 4x2 + 4y2
dS

=
∫
S

∫ 10xy − 6xyz − 10xy + 6xyz + 6x − xz√
1 + 4x2 + 4y2

dS =
∫
S

∫ 6x − xz√
1 + 4x2 + 4y2

dS

=
∫
A

∫ 6x − x(6 − x2 − y2)√
1 + 4x2 + 4y2

√
1 + 4x2 + 4y2 dA =

∫
A

∫
(x3 + xy2) dA

=
1∫

0

2x∫
0

(x3 + xy2) dy dx =
1∫

0

2x/
0

(x3y + 1
3xy3) dx =

1∫
0

(2x4 + 8
3x4) dx

=
1∫

0

14
3 x4 dx =

1/
0

14
15x5 = 14

15 .



d) Annetun avoimen funktiopinnan ulkoinen yksikkönormaalivektori

n⃗0 = (−fx(x, y), −fy(x, y), 1)√
1 + [fx(x, y)]2 + [fy(x, y)]2

= (−2y, −2x, 1)√
1 + 4x2 + 4y2

.

A = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 5x}

vuo =
∫
S

∫
F⃗ · n⃗0 dS =

∫
S

∫
(3x − 5xz, 5yz − 8y, 3z − 51) · (−2y, −2x, 1)√

1 + 4x2 + 4y2
dS

=
∫
S

∫
−6xy + 10xyz − 10xyz + 16xy + 3z − 51√

1 + 4x2 + 4y2
dS =

∫
S

∫ 10xy + 3z − 51√
1 + 4x2 + 4y2

dS

=
∫
A

∫ 10xy + 3(2xy + 17) − 51√
1 + 4x2 + 4y2

√
1 + 4x2 + 4y2 dA =

∫
A

∫
16xy dA

=
1∫

0

5x∫
0

16xy dy dx =
1∫

0

5x/
0

8xy2 dx =
1∫

0

200x3 dx =
1/

0

50x4 = 50

16. a) Koska F⃗ (x, y, z) = (5y + 3z2)⃗i + (5x + 4z2)⃗j + (6xz + 2yz)k⃗, niin

∇ × F⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

∂x ∂y ∂z

5y + 3z2 5x + 4z2 6xz + 2yz

∣∣∣∣∣∣
= (2z − 8z)⃗i − (6z − 6z)⃗j + (5 − 5)k⃗ = −6z⃗i.

Stokesin lauseen mukaan

↶
∮
∂S

(5y + 3z2) dx + (5x + 4z2) dy + (6xz + 2yz) dz = ↶
∮
∂S

F⃗ · dx⃗
Stokes=

∫
S

∫
∇ × F⃗ · n⃗0 dS

=
∫
S

∫
(−6z, 0, 0) · (−y, −x, 1)√

1 + x2 + y2
dS =

∫
S

∫ 6yz√
1 + x2 + y2

dS

=
∫
A

∫ 6y(xy)√
1 + x2 + y2

√
1 + x2 + y2 dA

=
2∫

1

2∫
1

6xy2 dy dx =
2∫

1

2/
1

2xy3 dx =
2∫

1

2x(8 − 1) dx

=
2∫

1

14x dx =
2/

1

7x2 = 21.

b) Koska F⃗ (x, y, z) = (6y2 + 7xyz)⃗i + 12xyj⃗ + 7xzk⃗, niin

∇ × F⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

∂x ∂y ∂z

6y2 + 7xyz 12xy 7xz

∣∣∣∣∣∣
= (0 − 0)⃗i − (7z − 7xy)⃗j + (12y − 12y − 7xz)k⃗ = (7xy − 7z)⃗j − 7xzk⃗.



Stokesin lauseen mukaan

↶
∮
∂S

(6y2 + 7xyz) dx + 12xy dy + 7xz dz = ↶
∮
∂S

F⃗ · dx⃗
Stokes=

∫
S

∫
∇ × F⃗ · n⃗0 dS

=
∫
S

∫
(0, 7xy − 7z, −7xz) · (−2y, −2x, 1)√

1 + 4x2 + 4y2
dS

=
∫
S

∫ 7x(−2xy + 2z − z)√
1 + 4x2 + 4y2

dS

=
∫
A

∫ 7x(−2xy + (15 + 2xy))√
1 + 4x2 + 4y2

√
1 + 4x2 + 4y2 dA

=
1∫

0

2
√

x∫
−5x

105x dy dx =
1∫

0

2
√

x/
−5x

105xy dx

=
1∫

0

105x(2x
1
2 + 5x) dx =

1∫
0

105(2x
3
2 + 5x2) dx

=
1/

0

105(4
5x

5
2 + 5

3x3)

= 84 + 175 = 259.

17. a) Lasketaan vuo:∫
S

∫
F⃗ · n⃗0 dS =

∫∫
V

∫
∇ · F⃗ dV

=
∫∫

V

∫
(∂x, ∂y, ∂z) · (7xz − 3x + 4, 3y − 7yz − 2, 8xyz2) dV

=
∫∫

V

∫
(7z − 3 + 3 − 7z + 16xyz) dV =

∫∫
V

∫
16xyz dV =

3∫
0

x∫
0

2∫
−1

16xyz dz dy dx

=
3∫

0

x∫
0

2/
−1

8xyz2 dy dx =
3∫

0

x∫
0

8xy(4 − 1) dy dx =
3∫

0

x∫
0

24xy dy dx

=
3∫

0

x/
0

12xy2 dx =
3∫

0

12x3 dx =
3/

0

3x4 = 243.

b) ∫
S

∫
F⃗ · n⃗0 dS =

∫∫
V

∫
∇ · F⃗ dV

=
∫∫

V

∫
(∂x, ∂y, ∂z) · (−4x + y, 5x + 4y, 4z3 − 2xy) dV

=
∫∫

V

∫
(−4 + 4 + 12z2) dV =

∫∫
V

∫
12z2 dV



Siirrytään sylinterikoordinaatistoon:

∫∫
V

∫
12z2 dV =

∫∫
V ′

∫
12z2 r dz dr dφ =

2π∫
0

2∫
0

4−r2∫
0

12z2 r dz dr dφ

=
2π∫

0

2∫
0

4−r2/
0

4rz3 dr dφ =
2π∫

0

2∫
0

4r[(4 − r2)3 − 0] dr dφ

= −2
2π∫

0

2/
0

(4 − r2)4

4 dφ = −2
2π∫

0

(−64) dφ = 256π.

c)

vuo =
∫
S

∫
F⃗ · n⃗0 dS =

∫∫
V

∫
∇ · F⃗ dV

=
∫∫

V

∫
(∂x, ∂y, ∂z) · (6x − yz, 3xz − 6y, z4 − 5xy) dV

=
∫∫

V

∫
(6 − 6 + 4z3) dV =

∫∫
V

∫
4z3 dV

Siirrytään sylinterikoordinaatistoon, jossa

V ′ = {(r, φ, z) ∈ R3 : 0 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ φ ≤ 2π, r2 − 4 ≤ z ≤ 0}.

Siis ∫∫
V

∫
4z3 dV =

∫∫
V ′

∫
4z3 r dz dr dφ =

2π∫
0

2∫
0

0∫
r2−4

4z3 r dz dr dφ

=
2π∫

0

2∫
0

0/
r2−4

rz4 dr dφ =
2π∫

0

2∫
0

[−r(r2 − 4)4] dr dφ

=
2π∫

0

2/
0

[− (r2 − 4)5

10 ] dφ =
2π∫

0

(− 45

10) dφ = −1024π

5 .


