MATEMATIIKAN PERUSKURSSI 11

Ratkaisuja preppaustehtaviin

1. a) Muodostetaan osasummien jono

S":i{<k+13>2‘<k+14>2}

k=1
|1 1 L 1 1 T 1 1 n 1 1
|42 52 52 62 (n+2)2 (n+3)? (n+3)2 (n+4)
1 1
=——-—n=12,...
16 (n+4)27 n ) ) )
josta saadaan
lim S, = lim LI Zi.
n—00 n—oo | 16 (n + 4)2 16

. . . . 1
Sarja siis suppenee ja sarjan summa on f¢.

b) Muodostetaan osasummien jono

=Y (VR OET)

:(\f VO) + (V2= VD) +(VB=V2) + -+ (Vn—1=Vn=2)+ ({n—Vn—1)

=n,n=12,...,

josta saadaan
lim S, = lim /n = co.
n—oo n—oo

Sarja siis hajaantuu.

c) Vertailuperiaate:

VEk _2vk _ 1
2%k — 1 2k k3

kaikilla & = 1, 2, 3, .... Vertailusarja »_ k% hajaantuu (0 < p = % < 1), joten tutkittava sarja
k=1k2

>0

hajaantuu vertailuperiaatteen nojalla.

d) Nyt f(z) = xze™®, z > 1. Integraalitestin oletukset ovat voimassa, silld
o f(z)=xe™® >0 kaikilla z > 1,
e f on jatkuva,

o fllx)=¢e¢"—xe®=¢e%(1—2x) <0 kaikilla z > 1 (ja derivaatan ainoa nollakohta on kun
x = 1), joten f on aidosti viheneva.

Epéoleellinen integraali

M

M M
lim [ ze ®dz= lim / z(—e ")+ / e Tdx
M —o0 M—o0 1
1 1
= lim (~z—1)e = lim ((-M—-1)e ™ —(-1-1)e!) = 2 cx
M —00 M — 00 e

suppenee, joten integraalitestin nojalla tutkittava sarja suppenee.

e) Sarjan kaikki termit ovat negatiivisia.



f) Integraalitesti:

Tarkastellaan funktiota f(z) = 2(2z —1)~!, kun z > 1.

Funktio f(x) =2(2x —1)"! >0, kun z > 1.

Funktio f(x) on vihenevi, silli f/(z) = —2(22 —1)722 = —4(22 —1)"2 < 0, kun = > 1.
Epéoleellinen integraali

oo oo 2 o
/f(a:) dxz/%_l dr= [ njr—1]= oo
1 1 1
Sarja hajaantuu integraalitestin nojalla.
Vertailuperiaate:
2 2 _1
2k—17 2k &k
[ee]
kaikilla k = 1, 2, 3, .... Vertailusarja ) % hajaantuu (0 < p = 1 < 1), joten tutkittava sarja

k=1

o0
> T{l hajaantuu vertailuperiaatteen nojalla.
k=1

g) Funktio f(z) =5(z +5)72 >0, kun 2 > 1.
f'(z) = (-10)(z +5)7° <0,

kun z > 1, joten f on vdheneva funktio.

oo oo

/5(:c+5)—2 dr = /(—5)(x+5)_1:0+%:6<oo,

joten epéoleellinen integraali suppenee. Sarja suppenee integraalitestin nojalla.

Koska
(k+5)? k2

o0

kaikilla k& = 1, 2, 3, ... ja vertailusarja k‘% suppenee (p = 2 > 1), tutkittava sarja suppenee
k=1

vertailuperiaatteen nojalla.

. a) Koska R = é, tutkittava potenssisarja suppenee varmasti, kun

1 < 1 1 < < 1 << 2
T — = - —= ——< = T < —.
5 5 5 5 5 5
b) Lasketaan raja-arvo:
k1
L= lim M—lim (4?“ = 47 7:1
k—oo | ak k—o00 (_4];6)1C k—oo 4k+1 k—oo 4 4’
Suppenemisside on
1
R=—-—=4
L
Koska potenssisarjan suppenemisside R = 4, potenssisarja suppenee varmasti, kun |z| < 4. Piste
x = —2 kuuluu tdhén véliin, joten potenssisarja suppenee pisteessd x = —2.
c) Lasketaan raja-arvo:
k1
. Okt . % . k+2 2k o 1+2 1 1
L:hm| |:hmk7:hm7-—:hm T 5 =15
k—oo' ag k—oco (—1)2](€k+1) k—oo k4+1 21 k5014 T 2 2

Suppenemisside on R = % =2.



3. a)

i) Tunnetaan potenssisarjat

z?2 ozt af
COS(I):l 5 Z a‘i’ y
, B 3 x5 2
sin(z) =z §+y FJr ,
2?2 23 a2t
m(l+e)=c— 2 4+ 2 2
nlte)=e=gtg -t
joten saadaan
im x cos(z) — sin(x)
x—0 1Il(1+iE3)

1 2?2 2t S 2> 2
T T A LT B
e , (x3)2+(x3)3 (x3)4+

3 — _
2 3 4
. B 3 45 o7
B T TR LA TR T
_m—>0 x3_£ﬁ+£9_x7m+
2 3 4
o . 3 45 T
o T TR T TR
ey ; 6+x9 12+
S R
11, 1 1 . 1 1. ;
L [( 5*&) JF(I*Q) +(*@+ﬁ) +o]a
oy 26 59 g2
S —— ) a8
@ty
111 1., 1 1., 11
T TR VT L I L T
= 3 6 9 =
z—0 1_£+£_£+ 1
2 3 4
ii) Tunnetaan Maclaurinin kehitelmét
z? s
n(l4a)=z— > +2
n(l+z)=o- o+ 7
2?2zt af
cos(z) =1 §+Z 6'+ ,
, 3 b 2T
sin(z) =2 — —+ —— =+ -+,



joten saadaan

) 22In(1 + )
lim -
x—0 z cos(3x) — sin(z)

3?2(56—?4'7—"')
= lim 2 1 6 4 3 5 7
w0 (3x) (3x) (3x) AR A
N R
xt 2P
- =+ -
= lim 2 3
20 321,2 34$4 361,6 £L‘3 1'5 1.7
-t g ) g g
, at b
e R
= lim 2 3
2—0 32$3 341.5 361,7 I‘S 335 l’7
S T TR TR TR T
4 5
(;1:3fx—+x—f ) a?
=l 3421 ° ES
e R A S S W S R R 3
g1 o) T gt gy e ) e
1,%4,1;2,
= lim 2 3 S ——3
a—0 1 32 3 1 1 36 19 13
A R T L NSRS
31 2! 4! 5! 7 6 6 2

b) Nyt n = 1 ja edelleen f(z) = (z +1)3, f(0) =1, f'(z) = iz + 1)7% ja f/(0) = %. Sijoitetaan

ndmaé suoraan annettuun kaavaan, jolloin

1 fk) /
T -3 L0010, 1O, 1,

k=0

Funktion f arvon arviointi kun z = 0.331:
1
£(0.331) = T7(0.331) = 1 + 3 -0.331 = 1.110333.

4. b) Valitaan ensin ldhestymistie y = x.

I 6%y oy 6%zt oy 626 oy 62> 0
. B30 25023 13212 o0 23(1 £ 329 oot s =739 ="
(z,y) = (0,0) " +3y 023+ 3x =0 z3(1 + 32°) —01+ 3z 1+0

y=x

Valitaan sitten ldhestymistie y = e

. %y ) 622 (x1)* . 623 . 6 3
lim —— = lim Z = lim =lim - = —.
(2.y) = (0,0) T +97  a003 1 3(eh)12  am0a + 308 am0d 2
2
y=x

Koska eri ldhestymisteitd pitkin saatiin eri arvot, niin raja-arvoa ei ole olemassa origossa.

5. a) Koska
o (1,-2) 1
o=t

BCRRV e A

ot



ja fo(x,y) = —4x, fo(x,y) = 3y, niin

Vao f(—1,2) = Vf(—1,2) - @ = (4,12) - ! 2 ):ﬂ:%\/g_

NN
b) Koska f,(z,y) = 5(x —2)*y ja f,(x,y) = (x—2)°, niin f,(3,—1) = =5 ja f,(3,—1) = 1. Edelleen
- - 78 4., -
@ = —4i + 37, joten |i| = \/(—4)2 + 32 = /25 = 5, ja siis @° = % = —gi—i— gj. Talloin
U

vfiof(?’» _1) = Vf(?’v _1) i’ = (fz(?’v _1)7fy(37 _1)) -

4 3 23 3
—(=5,1) - (2, )= 22— 42,
(5.0 (-5, =B -4
2
c) Funktion f(z,y) = z1n(y* + 1) osittaisderivaatat ovat f,(z,y) = In(y?>+1) ja fy(z,y) = 23—j|—y1’
Y

joten

Vf(l, _1) = (fac(lv _1)7 fy(L _1)) = (IH(Q), _1)'

Koska @ = 4i — 37, niin
o U (4,-3) (4,-3)
U = — = .

lal /4% 4 (=3)? 5

Siis
Vaof(l,-1) =V f(1,-1)- i = (In(2), —1) - (47;3) _ 111(165) + 3.

d) Funktion f(x,y) = 42%y — zy® — 5 gradientti on

Sry — >

Normeerataan vektori i:

o~

Gradientti pisteessd (—1,2):
—-8-2-8 —24
VILY) = [4+3-4] = {16]
Suunnattu derivaatta pisteessi (—1,2) on vektorien V f(—1,2) ja @° pistetulo:

Vao f(—1,2) = —24. (f%) +16 - (—%) LN

Funktion arvot vihenevit voimakkaimmin pisteessid (—1,2) negatiivisen gradientin suuntaan eli

3
suuntaan —V f(—1,2) =8 {_2}
e) Koska funktion arvot eivit muutu tasa-arvokéyrdé pitkin kuljettaessa, niin funktion arvot muut-
tuvat vahiten vektorin ¢ suuntaan. Taten funktion arvot véhenevét voimakkaimmin vektorin o

suuntaan.

6. a) Koska fu(,) = ——, fy(e,) = =92 Ja 2(0) = f(a(0) y(0), niin

Az _9fde O0fdy _ 3 . .. 3

dz _ 9] 91 v _ S PP S e T
At drdt y dt w41 t—1+1  °© ¢




b) Osittaisderivaatat ovat f.(z,y) =y~! ja f,(z,y) = —zy~2. Liséksi z(s,t) = f(z(s,t),y(s,t)) ja

_ .8 _ .S
Ty = €,Yr = € -,

joten ketjusddnnon avulla saadaan

0 . , ‘ . .
== far+ fyn =y ey e = (o) e et (te ) e

=t tete’ —teft e et =ttt 4 ¥ =0.

c) Osittaisderivaatat ovat f,(z,y) = le* + ze” = (z + 1)e® ja fy(z,y) = —y°. Lisiksi z(t) =
fa(t),y(t)) ja

dr  d[In(t)] -

do _ L dy dits) 1
dt dt Tdt dt

_ L3
- 5t4,

joten ketjusddnnon avulla

de_ofde ofdy
dt  Ox dt Oy dt

2

1
(z+1)e"t™ ! — yﬁgfi

1 2

1 s y
= (In(t) + 1) e®¢=t — (\3/13)6§t*§ = [In(t) + 1]t~ ! — t2§t’§ =In(t)+1—- Al

5

. a) Koska
fo(z,y) =12y — 3y? — 322,

saadaan toisiksi osittaisderivaatoiksi

fwz(may) = —6$,
fyy($7y) = —633,
facy(zvy) =12 — 6y.

Talloin D(‘T7 y) = fwz(xvy)fyy(xa y) - (fwy(xvy))z =362 — (12 - 6y)2'
Piste (0,0) on satulapiste, silld D(0,0) = —144 < 0.

Piste (0,4) on satulapiste, silld D(0,4) = —144 < 0.

Piste (—2,2) ei ole satulapiste, silld D(—2,2) = 144 > 0.

Piste (2, 2) ei ole satulapiste, silld D(2,2) = 144 > 0.

b) Koska f,(z,y) = 62 4+ 6z — 12 ja f,(z,y) = 2y, niin
foa(x,y) =122 46,

fyy(zy) =2,
fay(z,y) =0.

Nyt D(x,y) = fmw(xvy)fyy(xa y) - (fwy(37>y))2 = 12(255 + 1)-
Piste (—2,0) on satulapiste, silla D(—2,0) = —36 < 0. Piste (1,0) on paikallinen minimipiste, silld
D(1,0) =36 > 0, fuu(1,0) =18 > 0.

c) Koska Vf(z,y) = (f+(z,y), fy(z,y)) = (12y — 6zy, 122 — 32* — 3y?), niin
Vf(4,00=(12-0-6-4-0,12-4—3-4%>-3-0%) = (0,0) =0,
VF2,-2)=(12-(~2) —6-2-(~2),12-2—3-22 — 3. (=2)%) = (0,0) = 0.

Lasketaan toiset osittaisderivaatat

flL(xv y) = _Gya
fyy(xv y) = 76y7
fay(z,y) =12 —62.



Nyt D(@,y) = fau (@, y) fyy (2, y) = (foy(2,))* = (=6y)(—6y) — (12— 62)* = —362? + 36y° + 144z —
144.

Piste (4,0) on satulapiste, silld D(4,0) = —144 < 0.

Piste (2, —2) on paikallinen minimipiste, silla

D(2,-2) =144 >0,
foo(2,-2) =12>0.

d) Kriittiset pisteet ovat gradientin nollakohtia:

fylz,y) =—222+4+2y =0.

Tulon nollasdénnolld saadaan 1. yhtélosta = 0 tai y = 1.
Sijoitetaan 2. yhtédloon x =0: 2y =0 = y =0.

Sijoitetaan 2. yht#loon y = 1: —222 +2=0 = x = +1.

Kriittiset pisteet ovat (z,y) = (0,0), (z,y) = (=1,1) ja (z,y) = (1,1).
Lasketaan toiset osittaisderivaatat

frx(xvy) :474y7

fyy(fay) =2,
fmy(xay) = —4ux.
Nyt D(x,y) = fmz($ay)fyy(xa y) - (fzy(xay))Q = 8(1 - y) - 16%2.
Piste (0,0) on paikallinen minimipiste, silld D(0,0) =8 > 0 ja f;5(0,0) =4 > 0.
Piste (—1,1) on satulapiste, silla D(—1,1) = —16 < 0.
Piste (1,1) on myds satulapiste, silld D(1,1) = —16 < 0.
8. a)

4 2 4
//nydA://ﬁa:ydydx://3xy2dx
0 0

A

b) A={(z,y) eR*:0<y<ly<z<2-y}

sy = \I:_I+2
12—y 3
dA = dz d y==
// 2+2y—|—4 // 2 +2y+4 4
0

)

[\
<

/ 2-y-y)
—y? —|—2y—|—4 —y2+2y+4
I 1 2
2—2
:/ LA
—y2+2y+4

/n|—y +2y+4‘—2ln )
0

I
O\H b
@\




A={(z,y) eR*:0<y<2,2y<a<y+2}

2 y+2

// 122(—1y® + 2y + 4y)° dA = / / 122(—y® + 2y + 4y)° da dy
A 0 2y
2 0 2
= / / 62°(—y® + 2% +4y)° dy = /6((y +2)” = (29)")(—y® +25° + 4y)° dy
0 2y 0
2

S

2
6(—3y? + 4y +4)(—y> + 2y* + 4y)° dy = /(—y3 + 2% + 4y)% = 8% = 262144
0

9. a)

Ot— v T

/N %\w
@w
+ w
—_
&
o,
8
|
O\L\J

D\Q:7
@oa
w
+| &
—
N——
[N
<
I
O\m
de o
+S
—
(oW
<
i

2
= /Iny* + 1| = m(9)
0

b) Integroimisalue A voidaan kuvata kahdella eri tavalla:

A={(z,y) ER*:0<2<23x<y<6}tai A={(z,y) ER*:0<y<6,0< < 1y}

Talloin voidaan vaihtaa integrointijérjestys ja laskea

2 6
//54x(y3 +1)72 dy da
0

3z

1
3Y 6 3y

1
6 3
//54x(y3+1)*2 dz dy:/ / 2722 (y* +1)72 dy
0 0 0
6

0
6

1 216
20,3 -2
+1)724d —_/ )=

Il
o



2 y2
8422 (y" +1)% dy dx = //84x2(y7 +1)% dz dy
0 0

M~ —

s 2
/ 282%(y" + 1)3> dy = /28(y2)3(y7 +1)% dy
0 0

2
2807 +1)* dy = /(7 +1)* = 129"~ 1 "
0

Il
o\w O\w O\»b

= 276922880

322eY" da dy

\o

1
3g2e V" dy dz = /
0

N

Y

/
gl

S

1
a3 e v’ dy = /64y3 e v dy
0
1

—16)/(—4313)@*?/4 dy = (—16) / e v
0

0
=16(1— e )

10. a) Napakoordinaateissa = rcos @ ja y = rsin ¢, joten

4 3 4
2
// 5 dA = / rcos<p rdr dap://Zcosgo drdep
x2 +y?
A 1 01

l

//2008<prd<p:/ﬁcos<pdcp— / 6sinp = 6.
0

0

O\w\zl

b) Napakoordinaateissa = r cos ¢ ja y = rsin ¢, joten

2 2 27 2
2 2 — i
// =3y dA = // reosy STSIH@Tdrdgo://(Zcosap—Ssingo) drde
x2 +y? r2
A T 1 T 1

2
://(2(30590—3sing0)rd<p:/(ZCosap—Ssincp)@—l)dgo: /(251ng0—|—3cosg0)
1

s

—04+3-0+3=6.



c) Alue A = {(z,y) e R? : =3 <2 < 0,0 <y <9 — 22} on napakoordinaateissa A’ = {(r, ) €
R2:0§r§3,g§4p§ﬂ'}. Talloin

0
dy dz =
/ 4+x2+y2 s //4+:c2+y //
3
—// rdrd<p // 5 drdy
13
//21n4+7‘)d<p /2lnzdcp:7ran.

d) Integroimisalue A = {(z,y) € R? : -4 < 2 <0, —V16—22 <y < 0} on napakoordinaateissa
alue A’ = {(r,p) ER?:0<r <4,m << i}

%Mdydx //x2+y 7124 //
[
/(1n(18) / n(9)

e) A=A UAy missd A = {(z,y) e R?: -3<2<0,0<y<2}jady={(r,p) eR2:0<r<
2,0<p <5}

//3(x2+y2)dA: //3(x2+y2)dA+ //3(x2+y2)dA

Ay
2 2 T 2
/390 —|—y dy dx + //3r2rdrd<p // (3x y—l—y)dx—l—//%r‘ld(p
0 0 0 0o 0

—3 0

O\i

N
VB

0

/

0
—4 _V16—2?

[
o —fp >

VB

e

0

622 + 8) dx—l—/l?dcp: /(2x3+8x)+
0 -3

11. a) Lasketaan kappaleen tilavuus:

5 2w 5
///1dV:// rdz drdp = // z) drde
0 0 0 0

27

5 5
O/O/[r(25r2)r(r5)] drdcpo/o/('r?’errZiO’r) drde

5 27
B 1, 1o, _/ 625 125 _ 21257
_/0/( =gt ) dp = [ (-0 - 48T dp = =
0 0

p="T8+ 67

/
J

o
\w\a
_
)




b) Annettu kappale sylinterikoordinaateissa on

V' ={(r,p,2) eER?*:0<r<30<p<m,0<2<3—7rh

T 3 3-r
///ZOZ\/xQ—i-deV:///ZOzrrdV:///207:1"7’ dz drde
v v 00 0
T 3 3—pr T 3
:// / 102272 d7’dg0://1()(377“)27’2 drdy
0 0 0

10(9 — 6r + r3)r? drdp =

T~y

3
/ (90r% — 60r% 4+ 10r*) dr de
0

I |
o O~—, °
W O — ©

/ (301 — 15" 4 2r%) dy = 27(30 — 45 + 18)7 = 817
0

c¢) Kappale voidaan kuvata sylinterikoordinaattien avulla seuraavasti:
Vi={(r,p,2) eR*:0<r<3,0<p<2m,0<2<9—r}
Lasketaan integroimalla tilavuus:
2m 3 9—r? 27 9_p2

4//1&/Z//rdrdcpdzo/o/go/rdzdrdgoo/o/g 0/ rz drdg

2T 2m 3

3
/(fr3+97" drdp = / 777“ + 7’ %) dy
0

0

81 81 81w
(—— + = )dp=—.

d) Kappale voidaan kuvata sylinterikoordinaattien avulla seuraavasti:
Vi={(r,p,2) eR*:0<r<2,0<p<2mr—2<z<4-r?}L
Lasketaan kappaleen tilavuus:

27 4—r?

4//1dvzl//rde¢dz:/jr/ e drap

0 2
4—p2 2 2

:7/2(_/_ Tz)drdgoz//[r(4—r2)—r(7“—2)]drdap

0 0
2 2

://(—7“3—7“24-67“) drdep
:// 7‘ 34 3r2)dy 7(—4—§+12)d<p

0

T'



12. a)

I I A . . L
VxF=|0, Oy 0, |=(z+22)i—(0—-0)j+ (0 —2)k =3zi — zk = (32,0, —x)
xy y?—22 yz

V= folw,y,2)i + fy(2,y,2)] + fo(x,y, 2)k = 627 — 12y%] + 2k = (62, —12y%,2)

b)

(3t —1,4t,t —2) =(-1,0,—-2), k&yran alkupiste [ t =0, kéyrén alkupiste
(3t —1,4t,t —2) =(2,4,—1), Kkéyrdn loppupiste '| ¢ =1. kayrdn loppupiste

Siis 0 < t < 1 ja koska @ (t) = 3i 4+ 4] + k, niin

1
/2;vydx—y(z+2)dy+4ydz / (3t — 1)(4¢)3 — 4t(t — 2+ 2)4 + 4(4¢)] dt
0

C
1
= / (72t — 24t — 16> + 16t) / 567 —
0 0
1
56 3 56 44 2
= /(58 —at) = —4=— =14,
O/( 3 )=3 3 3

Vektorikentté F(z,y, z) = 2zyi — (yz + 2y)] + 4yk ci ole konservatiivinen, silli
— ; ; E - - = - = -
VxF=| 0, Oy 0, |=d—-(—9)i—(0—-0)5+(0—-22)k = (4+y)i — 2zk # 0.
2zy —yz—2y 4y
Potentiaalifunktiota U = U(x,y, z) ei ole olemassa, joten kdyrdintegraalin arvoa ei voi laskea po-
tentiaalifunktion U(z,y, z) avulla.

c¢) Lasketaan potentiaalifunktio:

Ua:(w7 y) (é) 2z — 39€2y,
@

Uy(ery) 2 a8 + 357,
joten
(1): U(z,y) = /(23: —32%y) do = 2 — 2%y + A(y)
U, =+ A2 a® 3y

A'(y) = 3y° Aly) = /3y2 dy=y*+C

Ulz,y) =a*—2"y+y° +C.

Koska #(0) = 0e°7 + 2¢/0j = (0,0) (alkupiste) ja £(1) = 1e'i + 2v/1j = (e,2) (loppupiste), niin

/(23:—3x2y) do + (—2® + 3y%) dy = U(e,2) — U(0,0)
C
=e?— 242240 -C=¢e?>-2e3+38.



Usley.2) 2 at2y+4z,
Uy(z,y, 2) @ 2x — 3y — z,
U.(x,y,z2) © gy - y+2z.

Lasketaan potentiaalifunktio:

M Ulx,y,2)

[(z+ 2y +4z) dz
122 —ﬁ—aixy +4xz + Ay, 2)
Uy = 2r+ Ty(ya z)

—~
DN
—

20 — 3y — 2
%(y,z) =-3y—=z Ay, z) = [(=3y — 2) dy
=—3y* —yz+ B(2)

d
&
<
N

I

322 + 2zy + 4wz — 3y? — yz + B(2)
4z —y + B'(2)

4 —y + 2z.

-
—
CHll

B'(z) =2z B(z) = [2zdz=22+C
Ulz,y,z) = 3a°+2zy+4az
-3yt —yz+ 22+ C.

Koska #(0) = (2-0,-02,3-0%) = (0,0,0) (loppupiste) ja Z(—1) = (2(=1),—(=1)%,3(-1)3)
(—2,—1,-3) (alkupiste), niin

/(a:+2y—|—4z) dz+ (22 — 3y — z) dy + (4o — y + 2z) dz = U(0,0,0) — U(-2,—-1,-3)

c
3
=0+C—(2+4+24—§—3+9+C)
1
=—-34-.
2
e) Kéyran parametriesityksesté saadaan to = 0 ja t; = 7 ja @ (t) = —asin(t)i 4 a cos(t);. Kiyriin-

tegraalin arvo
T

/(ac —y)dz+ (3 +2)dy = /[(a cos(t) — asin(t))(—asin(t)) + (a®sin®(t) + a cot(t))(a cos(t))] dt

C 0
g

= /[—a2 sin(t) cos(t) + a? sin?(t) + a® sin®(t) cos(t) + a? cos?(t)] dt

0
™

= /[a2 — a?sin(t) cos(t) + a® sin®(t) cos(t)] dt

0
T 2 3
= / a’t— = sin®(t) + L sin?(t) = a’r.
2 4
0
Vektorikentén divergenssi divF = (8, 9y,0;) - (x —y,y® + x,0) = 1 + 3y

13. a)



joten Greenin lauseen nojalla

0 0
(—4zy) do + (5 — y?) dy = (5= (52 — y®) — = (—4ay)) dA
07,{ Z/ Ox Oy

1 3
:[/(5+4x)dA://(5+4x) dy do

—1 322
3

1
/ /(5y +day) do = /(15 122 — 1522 — 122%) da
1

Z1 322
1

- /(15:1; + 622 — 52° — 32%) = 20.
-1

b) Greenin lauseen avulla saadaan

%(xyZ —32%) dz + (3zy + Ty) dy = // [G(ng;- 7y)  O(zy a; 3z )] u

2 %y 2 %y
—//(3y—2xy)dA=//(3y—2xy) dxdy:/ / (3yx — yx?) dy
A 0 —1 o —1
2 2
:/(§y2—*y3+3y+y) dy:/(§92—1y3+4y) dy
2 4 2 4
0 0

TAI

}léacy — 32%) dz + (3zy + Ty) dy—// 3y — 2zy) dA

o)

12
(3y — 2zy) dy dx+//3y 2zy) dy dz
0

2z

o\
m N

L2
§2fx dx + Szfx
22/ y 23/ Z/

0 2z

/6 4a) dx+/(6—4m—6x2+4x3) dx

0
1

= /(6;10 —22%) + /(6x — 2% — 223 + %)
-1 0

1

A
0
-1
0
-1
0
-1

[}

=6+2+6-2-24+1=11



(—82%y) dx + 8xy? dy = (£(8 3 — 0 —(—82%y))dA = (8y* + 8z?)
Ox Oy

0A

K T 5

://5 8r rdrd<p=//587“ drds@=/(/27“4)d60

2

(M)
(VB

/1250 dep = 6257

d) Greenin lauseen nojalla

j{ﬁ.dfz

A

4z3

1
/(Q ) dA = // 18zy — ldzy) dy dx
00

4z3

/ 2x1° dx—/32x dx—/4x =4.
0

0

Tor— 2T

Vektorikentta ei ole konservatiivinen, sillé ylla olevan kayraintegraalin arvo suljetun kéyran yli eroaa
nollasta.

14. a) Koska fy(z,y) = 2z ja f,(z,y) = 2y, niin

Z/\/md‘s://\/4(x2+y2+3)_11\/1+(230)2+(2y)2dA

S oY~ _ >

3 13
4
/(1+4x2+4y2) dy dmz//(y+4m2y—|—§y3) dx
0 0

1
(39 + 1242) dz = /(393: +4z®) = 43.
0

b) Koska f,(z,y) = —2z ja fy(x,y) = —2y, niin

//ﬁmcisz //6\/17—4(4—952 —y2)/1+ (—22)2 + (—2y)2dA
S

x

/(6 + 242% 4 24y?) dy dx = / / (6y + 2422y + 8y°) dx
0 0

1
(62 + 322%) dz = /(3z2 +82%) = 11.
0

o O~ _ &

15. a) Annetun avoimen funktiopinnan ulkoinen yksikkénormaalivektori

o _—ho@ )i fyey)itk 3yl 3uj+k
VI L@ )P+ fy(@ ) /14922 + 9y?




- -3y, -3z, 1
vuo://F~ﬁ°dS://(21,761/,42—28)-Md8
V14 922 + 9y?
// 6xy+18xy+4z dS:// 122y + 42 — 28 s
V14922 + 9y? v/ 14922 + 9y2

122y + 4(7 + 3zy) — 28
// vy A0+ 30y) — 28 g g7 dA = //24xydA
v/ 14922 + 992

://24a:ydyda:=//123:y2dm=/123:dx=/63:2:6.
0 0 0o 0 0 0

b) Annetun avoimen funktiopinnan ulkoinen yksikkénormaalivektori

ol )iy y)i+k 3yl -3uj+k
VI+ (o, g2+ fyle y)2 1+ 922 + 9y2

3y, —3z,1
VuO—//F 7’ dS = // —dzz,4yz — 3y, z — 1) - By 8w 1) ds
1+ 922 + 9y?
S
1

V14927 + 9y \/1—|—91:2—|—9f92

2z

1
://12xydA://12:rydydx*/ / 62y dz
A 00

0
1

1
:/24x3dx:/6:c4:6
0

0
¢) Annetun avoimen funktiopinnan ulkoinen yksikkénormaalivektori

o —elwy)i-fyleyitk _ 2wit itk
VIH @ )P+ [f(@ g2 1+ 40 + 4y2

Lasketaan vuo:

3 2z,2y,1
vuo://F.ﬁOdS://(By—3yz,—5x+3;pz76x_wz)_Mds
s S 1+4£L'2+4y2

_//109534 6xyz—1Oxy+6xyz+6x—a:zd5_// 6x — xz
\/1+4x2+4y2 \/1+4a:2—|—4y

62 —
// z — \/1+4m2+4y dA = //at +ay?)dA
\/1+4x2+4y
A
1 2x

€T

2 1
://aﬁ—i—my dyd:/
0 0

0

14 14 14
= / de= ) =2 ==,
3
0

9 1
xy—i— a:y /296—}—30 dz
0 0

15 15



d) Annetun avoimen funktiopinnan ulkoinen yksikkénormaalivektori

ﬁO — (—fz(x,y),—fy(l’,y),l) — <_2y’ —2.’[},1) )
VIF @ y)P+ fy@ )P V/1+4a? +4y2

A={(z,y) eR*:0<x<1,0<y< 5z}

2y, —2x,1
VuO—//F 7’ dS = // (3z — 5xz,5yz — 8y,32 — 51) - =2y D) ds
1+ 4x? + 4y?

://—6xy+10:cyz—10xyz+16xy+32—51d5:// 10zy + 3z — 51 4s

s 1+ 422 + 4y L+ da® 447
1 2 1 1
:// Ozy +3(2zy +17) = 5 1+ 422 + 442 dA = //16a:ydA
A 1+ 422 + 4y

1 1

1 5z 5z
= //163:y dy dox = / / 8xy? dr = /200303 dx = / 50zt = 50
00 o 0 0 0

16. a) Koska F(x,y,2) = (5y + 322)i + (5z + 422)] + (622 + 2y2)k, niin

B i i k
V x F = Oy Oy 0,
5y + 322 br 4422 6xz+2yz

= (22— 82)i — (62 — 62)] + (5 — 5)k = —62i.
Stokesin lauseen mukaan

7{(5y—|—322) dz + (5 + 42%) dy + (622 + 2y2) dz = %ﬁ-det%{es/ VxF-i’ds
s s

://(6“0 \;121—1—567—&—11 //m
// Ty A Rda

VIta?+y2

A
2 2 2
//ny dydx*//Qxy dx*/ x(8—1) dx
11 1
2
= [ Mz de= / 72?=21.
[

b) Koska F(z,y,2) = (6y2 + Tayz)i + 12zyj + T2k, niin
Ox 0y 0.
24+ Txyz 12zy Tz
)

— (T2 = Tay)j + (12y — 12y — Taz)k = (Tay — 72)] — Tazk.

VxF=

(



Stokesin lauseen mukaan

%(63; + Taxyz) de + 12zy dy + Txz dz = %F dz StOkes/ V x F-i?ds

a8

2y, —2x,1
// (0, Ty — Tz, —Txz2) - (=2, 22 1)
1+ 4x? + 492

ds

/ To(—2xy + 2z — z)
V1t 42?2 +4y?

1+ 43:2 V1 + 422 + 4y?
1 Q\f 1 oyz
/ / 105z dy dx —/ / 105zy dz
0 —5z —5z

1

1
/ 1052(227% + 52) da /105(23:% + 522) da
0
[ o
84

3)

+ 175 = 259.

17. a) Lasketaan vuo:

{/ﬁﬂodS://v/V-ﬁdV

= ///(&Eﬁy, 0.) - (Txz — 3z + 4,3y — Tyz — 2,8zyz*) dV
V.

3 = 2
:///(7z—3+3—7z+16xyz)dvz///16a:yde=///16xyzdzdydx
V. V.
00 -1

T T 3

3 3
///8xyz dydac://Smy -1) dydx://24a:ydydx
0o o1 0 0
3

x

3
//12my dx—/lZm dx—/3x4:243.
0 0

0 0

//F’.ﬁodsz///v-ﬁdv
V.
S
///a 0y, 0,) - (—dx + vy, 5r + 4y, 42° — 22y) dV

://V/(—4+4+12z)dvz//v/12z2dV



Siirrytdan sylinterikoordinaatistoon:

0 0
2w 2 42 2m 2
= // / 4r2% drdp = //4T[(4—T2) | drde
oo O 00
27 2 27

vuo://ﬁ-ﬁodsz///v.ﬁdv

[ 0u001 6 s
://V/(6_6+4z)dvz//v/4zgdv

Siirrytdan sylinterikoordinaatistoon, jossa
V' i={(r,g,2) ER*:0<r<2,0<p<2m,r?—4<2<0}.
Siis

27

2 0
///4z3dV:///4z3rdzdrd<p:///4z3rdzdrdap
V 7,
0 0

r2—4

27 2

/7“2 drdp = // r(r? —4)* drde

22 )5 5 -
/[—%ldwz/ef—omg@:—m? .
0

o\w




