MATEMATIIKAN PERUSKURSSI 11

Preppaustehtiavia vanhoista koetehtavista

1. a) Tutki sarjan

i {(k—i3)2 a (kj4)2}

k=1

suppenemista osasummien jonon

(Sn)ozi, Sn:Z{ - },n:1,2,3,...,
2|k +3)2 " (k+4p2

avulla. Jos sarja suppenee, laske sarjan summa.

b) Tutki sarjan
o0
S (Vk-Vk-1)
k=1

suppenemista osasummien jonon

n

(Sn)oZy Su=> (Vk—VE—1)n=1,2,3,...,

k=1

avulla. Jos sarja suppenee, laske sarjan summa.

> 2Vk
c¢) Tutki vertailuperiaatteen avulla sarjan 5 kfl
k=1 2k —

suppenemista.

d) Tutki integraalitestid kdyttden sarjan
o0
> ket
k=1

suppenemista. Osoita tarkasti perustellen, ettd integraalitestin oletukset ovat voimassa.

o0

e) Perustele tarkasti, miksi sarjan >
=12k

suppenemista ei voi tutkia tdssd muodossa vertailu-

periaatteen avulla.

f) Osoita sarja
(oo}

2
ZQk—l

k=1

hajaantuvaksi kahden eri suppenemistestin avulla.

> 5
g) Tutki sarjan Y (5E suppenemista kahden eri suppenemistestin avulla.
k=1
- 1
h) Sarjan g ay, termeille on voimassa klim ap = 3 Mité sarjan suppenemisesta voidaan péaatella?
—00
k=1

Perustele.

2. a) Potenssisarjan

. 5k 1
Z (x—2)F
okt 1 5

suppenemisside R = % Milla reaaliluvun z arvoilla potenssisarja varmasti suppenee?



b) M&irad potenssisarjan

o~ (CDF
) ak T
k=0

suppenemissdde R. Suppeneeko potenssisarja pisteessd x = —27 Miksi?

= (—=DFEk+1
¢) Madraa potenssisarjan » D k+1)

o (x 4 3)* suppenemisside R.
k=0

. a) Laske potenssisarjojen avulla raja-arvot

x cos(x) — sin(z) _ 22 In(1 + x)

VT e 0 Y P eos(3e) —sinGe)

b) Funktion f Taylorin polynomi pisteessé xo lasketaan kaavalla
— [ (o)
To(x) =) e x0)k.
k=0

Laske funktiolle f(z) = /14 « Taylorin polynomi 7} (z) kehityskeskuksena z¢ = 0. Arvioi funk-
tion arvoa f(0.331) saadun Taylorin polynomin avulla.

. a) Oheisessa kuvassa on esitetty kahden funktion tasa-arvokéyrid. Kumpi kuvista vastaa funktion
flx,y) = (z — y)? tasa-arvokiyrid? Perustele tarkasti.

2 2

A B

b) Tutki funktion
_ 6(E2y4
23 4 3yl2

f(z,y)

raja-arvoa origossa, kun lihestymistieksi valitaan y = x ja y = /x. Onko raja-arvo olemassa?

. a) Laske funktion f(x,y) = —222 + y? suunnattu derivaatta pisteessi (—1,2) vektorin @ = i—2j
suuntaan (Vo f(—1,2)).

b) Laske funktion f(z,y) = (z — 2)5y suunnattu derivaatta pisteessi (3, —1) vektorin @ = —4i + 3;
suuntaan (Vgof(3,—1)).

¢) Maéris funktion f(z,y) = zIn(y? + 1) suunnattu derivaatta pisteessé (1, —1) vektorin 47 — 35
suuntaan.



d) Olkoon funktio f(x,y) = 42%y — 2y — 5 kahden muuttujan reaaliarvoinen funktio. Laske gra-
dientti Vf(z,y). Maaraa funktion f suunnattu derivaatta pisteessd (—1,2) vektorin @ = —i — j
suuntaan. Mihin suuntaan funktion f arvot vidhenevit voimakkaimmin pisteessd (—1,2)7

e) Oheisessa kuvassa on esitetty funktion f tasa-arvokiyrid seké pisteeseen (2,0) piirretyt vektorit
4 ja U. Kumpi vektoreista osoittaa suuntaan mihin funktion arvot vihenevit voimakkaimmin pis-
teessd (2,0) ja kumpi suuntaan mihin funktion arvot muuttuvat véhiten pisteessi (2,0)? Perustele
vaittamasi.

6. a) Olkoon f(z,y) = 3In(x+1)— Y2 kahden muuttujan reaaliarvoinen funktio seki x = x(t) = t—1,
y = y(t) = t? + 2. Muodostetaan yhdistetty funktio z(t) = f(z(t),y(t)). Laske osittaisderivaatat
Jz(z,y) ja f,(z,y) sekd kéytd ketjusddntod ja esitd derivaatta -7 muuttujan ¢ avulla.

b) Olkoon f(z,y) = xy~! kahden muuttujan reaaliarvoinen funktio sekii z = z(s,t) = te® jay =

y(s,t) = te~°. Muodostetaan yhdistetty funktio z(s,t) = f(x(s,t),y(s,t)). Laske osittaisderivaatat

fo(z,y) ja fy(z,y) sekd kiytd ketjusddntod ja esité osittaisderivaatta % = z; muuttujien s ja ¢

avulla sievennetyssd muodossa.
c) Olkoon f(z,y) = we” — 1y” kahden muuttujan reaaliarvoinen funktio sekdi x = x(t) = In(t)
ja y = y(t) = V/t. Muodostetaan yhdistetty funktio z(t) = f(x(t),y(t)). Laske osittaisderivaatat

fw(x(,iy) ja fy(z,y) sekd kiytd ketjusddntod ja esitd derivaatta % muuttujan ¢ avulla sievennetysséi
muodossa.

7. a) Funktion f(x,y) = 12zy — 3zy? — 23 kriittiset pisteet ovat (0,0), (0,4), (—2,2) ja (2,2). Tutki,
mitkd néistd kriittisistd pisteistd ovat satulapisteité.
b) Funktion f(z,y) = 22® + 32? — 12z + y? — 4 kriittiset pisteet ovat (—2,0) ja (1,0). Méirii pe-
rustellen néiden kriittisten pisteiden laatu.
¢) Funktion f(x,y) = 122y — 3%y — y> kriittiset pisteet ovat (4,0) ja (2, —2). Néyti laskemalla,
ettd Vf(4,0) =0 ja Vf(2,—2) = 0. Maarad myos naiden kriittisten pisteiden laatu.
d) Médraa funktion f(z,y) = 222 — 222y + y? kaikki kriittiset pisteet seké tutki perustellen niiden
laatu.
e) Oheisessa kuvassa on kuvattuna erdén funktion g gradientteja (vektorit on normeerattu saman-
mittaisiksi). Funktiolla on kriittiset pisteet kohdissa (0,0) ja (3,3). Pééttele kuvan avulla niiden
laatu. Perustele.
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8. a) Olkoon A se zy-tason suljettu ja rajoitettu alue, joka muodostuu suorien x = 0 ja y = 2 seki
kdyrin y = /x leikatessa toisensa. Laske
/ / 6rydA.
A

b) Olkoon A se xy-tason suljettu ja rajoitettu alue, joka muodostuu suorien y =z, y = —x + 2 ja
y = 0 leikatessa toisensa. Piirrd kuva tasoalueesta A seké esitd alue A muodossa

A={(z,y) eR*: c<y<d, gi(y) <z < ga(y)},

missé ¢ ja d ovat reaalilukuja seké g1 (y) ja g2(y) muuttujasta y riippuvia funktioita. Laske
2
/ / S Y
-y +2y+4
A

1
¢) Olkoon A se xy-tason suljettu ja rajoitettu alue, joka muodostuu suorien y =z — 2, y = 5% ja

y = 0 leikatessa toisensa. Piirrd kuva tasoalueesta A ja esitd alue A muodossa

A={(z,y) eR*: c<y<d, g1(y) <z < g(y)},

missé ¢ ja d ovat reaalilukuja seké ¢1(y) ja g2(y) muuttujasta y riippuvia funktioita. Laske

// 122(—y® + 2y + 4y)° dA.
A

9. a) Olkoon A se zy-tason suljettu ja rajoitettu alue, joka muodostuu kiyran y = \/z sekd suorien
y = 2 ja x = 0 leikatessa toisensa. Piirrd kuva integrointialueesta ja laske integrointijarjestysta
vaihtamalla A

0

b) Olkoon A se zy-tason suljettu ja rajoitettu alue, joka muodostuu suorien x =0, y = 6 ja y = 3z
leikatessa toisensa. Laske integrointijarjestysta vaihtamalla

/

dy dz.

EK\\M

6
/ 54x(y 2 dy dz.
3z



10.

c) Olkoon A se xy-tason suljettu ja rajoitettu alue, joka muodostuu suorien y = 2 ja z = 0
sekd kidyrdn y = /z leikatessa toisensa. Piirrd kuva tasoalueesta A ja laske integrointijirjestysté
vaihtamalla

O\ux

2
/8 y+1 dy dz.
7

d) Olkoon A se zy-tason suljettu ja rajoitettu kolmioalue, joka muodostuu suorien y = —ix, y=1
ja x = 0 leikatessa toisensa. Piirrd kuva tasoalueesta A ja laske integrointijarjestysté vaihtamalla

0

1
//3302 e v dy dz.

—4-z

a) Olkoon A se suljettu ja rajoitettu alue xy-tasossa, joka voidaan kuvata napakoordinaattien avulla
muodossa _
{(T7¢)€R211§T§4,0§¢§§},

2z
/==
A

b) Olkoon A se suljettu ja rajoitettu alue zy-tasossa, joka voidaan kuvata napakoordinaattien avulla
muodossa

Laske napakoordinaattien avulla

{(rp) eR*:1<r<2,m<¢p<2r}

2 3
E=20
x? + y?

A

Laske napakoordinaattien avulla

c¢) Laske napakoordinaattien avulla

_$2

0

dy dz.
//4+x2+y ver
-3

d) Laske napakoordinaattien avulla
0 0 )
————— dy dz.
/ / Zryr2
~4 _ /1622

e) Olkoon A se zy-tason suljettu ja rajoitettu alue, joka muodostuu ympyran kaaren y = v4 — a2,
0 <x <2, sekd suorien y = 2, y = 0 ja x = —3 leikatessa toisensa. Laske

4/3(332 +y*)dA

Opastus: Jaa alue A kahteen osaan, joista toiseen sovellat napakoordinaatteja r ja .



11.

12.

a) Olkoon V suljettu kappale, joka voidaan kuvata sylinterikoordinaattien avulla muodossa
{(r,,2) ERS:OSr§570§cp§27r7r—5§z§25—r2}.

Laske sylinterikoordinaattien avulla integroimalla kappaleen V' tilavuus.

b) Olkoon V suljettu kappale, joka voidaan kuvata sylinterikoordinaattien avulla muodossa {(r, ¢, z) €
R3:0<7r<3,0<p<m0<2<3~ r}. Laske sylinterikoordinaattien avulla

///202'\/de

¢) Laske integroimalla sylinterikoordinaattien avulla sen kappaleen tilavuus, jota ylhaalta ja sivuil-
ta rajoittaa paraboloidipinta z = f(z,y) = 9 — 2% — y? ja alhaalta taso z = 0.

d) Kappaletta rajoittaa ylh#iltd paraboloidipinta z = f(x,y) = 4 — 22 — y? ja alhaalta kartiopinta
z = g(x,y) = /22 + y? — 2. Laske sylinterikoordinaattien avulla kappaleen tilavuus.

a) Olkoon F(z,y, 2) = zyi+ (y2 — 22) j +yz k vektorikentté sekii f(z,y, z) = 322 — 4y + 2z kolmen
muuttujan reaaliarvoinen funktio. Muodosta vektorikentdt V x F' sekd V f.

b) Olkoon C' kityrd Z(t) = (3t — 1)i + 4t + (t — 2)k pisteesti (—1,0,—2) pisteeseen (2,4, —1).
Tarkastellaan kayrdintegraalin

/ny dr —y(z+2) dy + 4y dz
c

arvon laskemista. Laske kéyrédintegraalin arvo kiyran C parametriesityksen avulla. Tutki, voidaan-
ko kdyriintegraalin arvo laskea myos potentiaalifunktion U(x,y, z) avulla. Mahdollista potentiaali-
funktiota U(z,y, z) el tarvitse maarata.

c¢) Olkoon C kiyra Z(t) = teli + 2v/tj, 0 < t < 1. Laske kiiyriiintegraalin

/(25(: — 32%y) dz + (—2® + 3y?) dy
C
arvo potentiaalifunktion U(z,y) avulla.

d) Olkoon C kiiyrd Z(t) = 2ti — t2] + 3t3k, —1 < ¢ < 0. Miardi konservatiivisen vektorikentén
Fx,y,2) = (x4 2y + 42)i + (22 — 3y — 2)] + (4z — y + 22)k potentiaalifunktio U (z,y, z) ja laske
kayraintegraalin

/(x+2y+4z) dz+ (2 — 3y —2) dy + (4o — y + 22) dz
c

arvo tdméan potentiaalifunktion avulla.

e) Olkoon a > 0 ja C kiyrd Z(t) = acos(t)i + asin(t)] pisteesté (a,0) pisteeseen (—a,0). Laske
kayréiintegraalin

I:/(x—y)dx+(y3+x)dy
c

arvo kiyran C parametriesityksen avulla.

Laske vektorikentéin F(z,y) = (z — y)i + (y® + #)j divergenssi.



13. a) Laske Greenin lauseen avulla

7[(—4953/) dz + (bx — y2) dy,
A

kun A on se zy-tason suljettu ja rajoitettu alue, joka muodostuu paraabelin y = 3x2 sekd suoran
y = 3 leikatessa toisensa.

b) Olkoon A se xy-tason suljettu ja rajoitettu alue, joka muodostuu suorien y = 2z, y = 2, y = 0
ja x = —1 leikatessa toisensa. Laske Greenin lauseen avulla

jg(ng — 32%) dz + (3zy + Ty) dy.
O0A

¢) Laske Greenin lauseen ja napakoordinaattien avulla

74(—83023/) dx + 8zy? dy,
oA
kun A = {(z,y) € R?: 2? +y* < 25,2 <0,y > 0},

d) Olkoon A = {(z,y) € R? : 0 < 2 < 1,0 < y < 423} zy-tason suljettu ja rajoitettu alue, jonka
reunakiyrd on 0A. Laske Greenin lauseen avulla

7{(:102 + Tay?) dx + (92%y — °) dy.
dA

Onko vektorikentta ﬁ(m, y) = (22 + Txy?)i + (922y — y°)] konservatiivinen?

14. a) Laske pintaintegraali

/ Vidz —11d56,

S

kun S on se osa paraboloidipintaa z = f(x,y) = 2 + y? + 3, joka jii suorakulmion
{(m,y) ER?2:0<2<1,0<y< 3} ylapuolelle.

b) Laske pintaintegraali

// 6v/17 — 4zdS,
S

kun S on se osa paraboloidipintaa z = f(z,y) = 4 — 2% — 92, joka jii kolmion
{(x,y) ER?:0<2<1,0<y< 1:} ylapuolelle.

15. a) Olkoon S se osa pintaa z = f(x,y) = 7+ 3zy, joka on tasoalueen
A={(z,y) eR*:0<2<1,0<y<1}

ylapuolella. Mééraéd pinnan S ulkoinen yksikk6normaalivektori ¥ ja laske vektorikentin
F(z,y,z) =2xi + (—6y)j + (4z — 28)k vuo pinnan S l4pi.
b) Olkoon S se osa pintaa z = f(z,y) = 3zy + 1, joka on tasoalueen

A={(z,y) eER*:0<2<1,0<y <2z}



16.

17.

ylapuolella. Mééraé pinnan S ulkoinen yksikk6normaalivektori ¥ ja laske vektorikentén

F(z,y,z) = —4zzi + (4yz — 3y)j + (z — 1)k vuo pinnan S lapi.

¢) Olkoon S se osa paraboloidipintaa z = f(x,y) = 6 — 22 — 2, joka on tasoalueen
A:{(x,y)€R2:O§x§1,0§y§2x}

ylépuolella. Maérdd muuttujista x ja y riippuva esitys pinnan S ulkoiselle yksikkonormaalivektorille

ii?. Laske vektorikentin F(z,y,2) = (5y — 3yz)i + (=5z + 322)j + (6 — 22)k vuo pinnan S 1ipi.

d) Olkoon A se xy-tason suljettu ja rajoitettu alue, joka muodostuu suorien y = 5z, © = 1 ja

y = 0 leikatessa toisensa. Olkoon edelleen S se osa funktiopintaa z = f(z,y) = 2zy + 17, joka on

a_l’ueen A yldpuolella. Maardaa pinnan S ulkoinen yksikkoénormaalivektori 70 ja laske vektorikentin
F(z,y,2z) = (3 — 5z2)i + (byz — 8y)j + (32 — 51)k vuo pinnan S lapi.

a) Olkoon nelié A = {(z,y) € R? : 1 < 2 < 2,1 < y < 2} xy-tason suljettu ja rajoitettu alue.
Olkoon edelleen pinta S se osa funktiopintaa z = f(x,y) = xy, joka on tasoalueen A ylédpuolella ja
jonka ulkoinen yksikkénormaalivektori on

ﬁO _ (7y7 —Z, 1)

VIt

Pinnan S suljettu reunakéyra olkoon 9S. Laske kdyridintegraalin

7{(51/ +32%) da + (5x + 422) dy + (62 + 2y2) dz
a8
arvo Stokesin lauseen avulla.
b) Olkoon F(z,y, z) = (6y2 + Txyz)i + 12zyj + Txzk vektorikentti. Olkoon edelleen pinta S se osa
funktiopintaa z = f(x,y) = 15 4 2zy, joka on tasoalueen
A={(r,y) eR*:0<x < 1,5z <y <2V/x}
yléapuolella ja jonka ulkoinen yksikkénormaalivektori on
—2y, —2x,1
7_7:0 _ ( Y, L, )

/T4 42

Pinnan S suljettu reunakéyré olkoon 0S. Muodosta vektorikenttd V x F ja laske kéyriintegraalin

7{}: -dF = 7{(6y2 + Tayz) de + 122y dy + Txz dz
oS oS

arvo Stokesin lauseen avulla.

a) Olkoon

V={(z,y,2) ER*:0<2<30<y<z-1<z<2}
suljettu kappale. Laske divergenssilauseen avulla vektorikentéin F(z,y,z) = (Tzz — 3z +4)i + (3y —
Tyz — 2);’—&— SxyzZE vuo suljetun kappaleen V' pinnan S lépi.
b) Olkoon V suljettu kappale, jota ylhiilti rajoittaa paraboloidipinta Sy : z = f(x,y) = 4 — 22 —y?
ja alhaalta taso Sy : z = g(x,y) = 0. Laske vektorikentén ﬁ(m,y, z) = (—4z +y)i + 5z + 4y)j +
(423 — 2xy)l¥ vuo kappaleen V pinnan S = 57 U .S, ldpi divergenssilauseen ja sylinterikoordinaattien
avulla.
¢) Olkoon V suljettu kappale, jota alhaalta rajoittaa paraboloidipinta z = f(x,y) = 2 +y*—4 ja yl-
haaltéd taso z = g(x,y) = 0. Laske divergenssilauseen ja sylinterikoordinaattien avulla vektorikentén
F(z,y,2) = (6x — y2)i + (3zz — 6y)] + (2* — 5:vy)E vuo kappaleen V pinnan lapi.



Vastauksia

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

a) sarja suppenee, sarjan summa 116 b) hajaantuu ¢) hajaantuu d) suppenee

a) 0 <z < 2b) R=4, x=—2 kuuluu vilille (|z| < 4), jossa potenssisarja suppenee c) R =

a) —3b) —F o) —6d) ge) 5 f) 5

—

a) i) —4v/5, i) 42 b) Ty(z) =1+ iz

a) folz,y) = 225, fyla,y) = —ev™2, L =311 —2re””
b) fl’( y)_y717fy(x, ):—Wf{ %_tho .
¢) folw,y) = (w+1) + e, fy(a,y) = —y°, L =In(t) +1- L~

a) pisteet (0,0) ja (0,4) satulapisteita

b) piste (—2,0) satulapiste, piste (1,0) paikallinen minimipiste

c) piste (4,0) satulapiste, piste (2, —2) paikallinen minimipiste

d) pisteet (—1,1) ja (1,1) satulapisteitd, piste (0,0) paikallinen minimipiste

a) 32 b) 2In(2) ¢) 262144

a) In(9) b) 232 ¢) 276922880 d) 16(1 — 1)
a) 6 b) 6 c) mIn(L2) d) Z1In(9) e) 78 + 67
a) 212%b) 81w ¢) 81T”d) 327”

a) V x F =321 — ak = (32,0, —z), Vf = 6a1 — 12y%] + 2k = (6x, —12y2,2)
b) 142, ei voi laskea
)

c) Ux,y) = 22 — 23y + y® + C, kiiyriintegraalin arvo = e — 2¢® +8
d) U(z,y,2) = %xz + 2zy + 4wz — %yz —yz + 2% + C, kéyriintegraalin arvo = —34%,
e) a’r, divergenssi 1 + 3y

a) 20 b) 11 ¢) 6257 d) 2432&
a) 43 b) 11

a) 6 b) 6 c) 12 d) 50

a) 21 b) 259

a) 243 b) 2567 ¢) —1024x

2



