031075P MATEMATIIKAN PERUSKURSSI I1

Ratkaisut 3. vilikokeeseen 28.2.2019

Olkoon V suljettu kappale, jota ylhdéltd rajoittaa pallopinta z = f(x,y) = /5 — 22 —y? ja
alhaalta taso z = g(z,y) = 0 seki sivuilta lieriopinta z? + y? = 22. Kuvaa kappale V sylinteri-
koordinaattien r, ¢ ja z avulla seki laske sylinterikoordinaattien avulla integraali

/V//gzsdv.

Laske sen kappaleen tilavuus, jota ylhiiltd rajoittaa pinta z = f(x,y) = 2xy® + 1, alhaalta
pinta z = g(x,y) = —2zy> — 1 seki sivuilta pinnat y = 22, y = 2% + 1 ja tasot = 0, z = 1.

1. a)

Kappale V sylinterikoordinaateissa:

Vi={(r,,2) eR*|0<r<2,0<p<2m,0< 2 < V5 —1r2}.
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Kappale voidaan kuvata seuraavasti:

b)
V:{(x,y,z)ER?’|0§x§1,x2§y§x2—|—1,—2xy3—1§z§2xy3+1}.
Lasketaan kappaleen tilavuus:
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a) Olkoon F(z,y,2) = (1222y2 + 52)i 4 (823y — 322)] + (5z — 6yz — 7)k vektorikentti ja C kilyri
Z(t) = (33 —1)i+ (12 —1)e!"+j+t cos(nt)k, 0 < t < 1. Laske vektorikentéin F divergenssi V- F
ja roottori V x F. Onko vektorikentéllid ﬁ(x, y, z) potentiaalifunktio U(z,y, 2)? Perustelu. Jos
potentiaalifunktio U(z,y, z) on olemassa, niin kirjoita laskukaava kiyriintegraalin

/(12x2y2 +52) dx + (823y — 32) dy + (5w — 6yz — 7)dz = /ﬁ - dT
C C

laskemiseksi tdmén potentiaalifunktion avulla. Mahdollista potentiaalifunktiota U(z,y,z) ei
tarvitse maarata.

b) Olkoon S se osa paraboloidipintaa z = f(z,y) = 5 — 22 — y2, joka on ympyrirenkaan osan
A={(z,y) eR* |12 <a2?+4? <222 <0,y >0}
ylapuolella ja jonka ulkoinen yksikkonormaalivektori on

2z,2y,1
T_I:O* (zayv)

B 1+ 42% +4y?

Laske napakoordinaattien avulla vektorikentéin F (z,y,2) = Ayzi—Azzj+ (5y— yz)E vuo pinnan

S lapi.
a)
V.F= %(12x2y2 +52) + gy(&’c% — 329 + %(Ew —6yz—17)
= 24xy® + 8z — 6y
B i j k
VxF = 0 Dy 0

1222y% + 5z 8x3y —322 Bz —6yz—7
= (=624 62)i — (5 — 5)] + (24a”y — 2422y)k
=0=(0,0,0)

Potentiaalifunktio U(z,y, z) on olemassa, silla V x F = 0 kaikilla (x,y,2) € R3.

Kéayran C' parametriesityksestd seuraa, ettd £(0) = (—1,—1,0) (alkupiste) ja £(1) = (2,0,—1)
(loppupiste). Néiin ollen

/(12x2y2 +52)de + (823y — 32%) dy + (bx — 6yz — 7)dz = /ﬁdf
C C
=U(2,0,—-1)-U(-1,-1,0).



b) Alue A napakoordinaatistossa:
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