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VÄLIVAIHEET JA PERUSTELUT NÄKYVIIN, KIITOS!

1. a) Olkoon V suljettu kappale, jota ylhäältä rajoittaa pallopinta z = f(x, y) =
√

5− x2 − y2 ja
alhaalta taso z = g(x, y) = 0 sekä sivuilta lieriöpinta x2 + y2 = 22. Kuvaa kappale V sylinteri-
koordinaattien r, ϕ ja z avulla sekä laske sylinterikoordinaattien avulla integraali

∫ ∫

V

∫

3z3 dV. (4p)

b) Laske sen kappaleen tilavuus, jota ylhäältä rajoittaa pinta z = f(x, y) = 2xy3 + 1, alhaalta
pinta z = g(x, y) = −2xy3 − 1 sekä sivuilta pinnat y = x2, y = x2 + 1 ja tasot x = 0, x = 1.
(4p)

2. a) Olkoon ~F (x, y, z) = (12x2y2 + 5z)~i+ (8x3y − 3z2)~j + (5x− 6yz − 7)~k vektorikenttä ja C käyrä
~x(t) = (3t3−1)~i+(t2−1)et

3+t~j+ t cos(πt)~k, 0 ≤ t ≤ 1. Laske vektorikentän ~F divergenssi ∇· ~F

ja roottori ∇× ~F . Onko vektorikentällä ~F (x, y, z) potentiaalifunktio U(x, y, z)? Perustelu. Jos
potentiaalifunktio U(x, y, z) on olemassa, niin kirjoita laskukaava käyräintegraalin

∫

C

(12x2y2 + 5z) dx+ (8x3y − 3z2) dy + (5x− 6yz − 7) dz =

∫

C

~F · d~x

laskemiseksi tämän potentiaalifunktion avulla. Mahdollista potentiaalifunktiota U(x, y, z) ei
tarvitse määrätä. (4p)

b) Olkoon S se osa paraboloidipintaa z = f(x, y) = 5− x2 − y2, joka on ympyrärenkaan osan

A = {(x, y) ∈ R
2 | 12 ≤ x2 + y2 ≤ 22, x ≤ 0, y ≥ 0}

yläpuolella ja jonka ulkoinen yksikkönormaalivektori on

~n0 =
(2x, 2y, 1)

√

1 + 4x2 + 4y2
.

Laske napakoordinaattien avulla vektorikentän ~F (x, y, z) = 4yz~i−4xz~j+(5y−yz)~k vuo pinnan
S läpi. (4p)
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D(x, y) = fxx(x, y)fyy(x, y)− [fxy(x, y)]
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x = ρ sin θ cosϕ
y = ρ sin θ sinϕ
z = ρ cos θ
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D(
f(x)

g(x)
) =

f ′(x)g(x) − g′(x)f(x)

[g(x)]2
D(f(x)g(x)) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) Dxn = nxn−1

D([f(x)]n) = n[f(x)]n−1f ′(x) Def(x) = ef(x)f ′(x) D ln |f(x)| =
f ′(x)

f(x)

D arc tanx =
1

1 + x2
D sinx = cosx D cosx = − sinx

∫
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x
dx = ln |x| + C
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f ′(x)[f(x)]n dx =
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∫

f ′(x)

f(x)
dx = ln |f(x)|+ C

∫

f ′(x)ef(x) dx = ef(x) + C

∫

dx

1 + x2
= arc tanx+ C

∫

sinx dx = − cosx+ C

∫

cosx dx = sinx+ C


