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Olkoon V suljettu kappale, jota ylhdaltd rajoittaa pallopinta z = f(z,y) = /1 —a? —y?
ja alhaalta ylospdin aukeava kartiopinta z = g(z,y) = /22 +y?> — 1. Pintojen yhteinen
leikkauskiyri xy-tasossa on z2 + y? = 12. Kuvaa kappale V sylinterikoordinaattien r, ¢ ja
z avulla seké laske sylinterikoordinaattien avulla integraali

///QOz\/de.

Olkoon ﬁ(m,y,z) = 3a2zi + 227+ (&® + 2yz)k konservatiivinen vektorikenttd, jonka eriis
potentiaalifunktio U(x,y,2) = 23z + y22. Olkoon edelleen C kiyri Z(t) = ti + t2] + tk,
0 <t < 2. Laske kiiyrdintegraalin

/ﬁ-df:/3$2zdx+z2dy+(x3+2yz)dz
C C

arvo seki kidyran C' parametriesityksen ettd potentiaalifunktion avulla.

Kappale voidaan kuvata sylinterikoordinaattien avulla seuraavasti:

Vi={(r,g,2) eR}|0<r<1,0<p<2mr—1<2< 112},

2r 1 V1-72
//202\/z2+y dv = ///QOerdzdrdcp:// / 2012z dz dr d
v 00 r-1
2r 1vi=r?
:// / 107222 drdgﬁz//l()r [(V1—72)2 = (r — 1)} drdyp
00 T 00
2r 1 2r 1
://107"2[177"27(T2727’+1)]d7"d(p://(7207’44’207"3)(17’(190
00 00
21 27
://( 4r5+5r4)d<p:/d<p:2ﬂ'
00 0
Koska 0 < ¢t < 2 ja koska Z/(t) — i+ 2tj'—|— E, niin
2
ﬁ-df:/3x2zd:c+z2dy+(x3+2yz / [(3t2)1 + (t2)2t 4 (* + 2t%t)1] dt
C 0

2 2
(3% 4 213 + 3t3) t:/8t3dt:/2t4:32.
0 0

O\..w Q\

Z(0) = 0i 4 02] + 0k = (0,0,0) ja #(2) = 2i + 22 + 2k = (2,4, 2), joten

/ﬁ-dfo(2,4,2)—U(o,o,o)=16+16—(0+0)=32.
C



Olkoon A se zy-tason suljettu ja rajoitettu alue, joka muodostuu kiyrdn y = /7 seké suorien
x = 2 ja y = 0 leikatessa toisensa. Laske Greenin lauseen avulla

7{(3903/2 — 5y —2)dx + (823y — 5z + 1) dy.
dA

Olkoon ﬁ(x, Y, z) = 2yzi + 2027+ xyE vektorikenttd sekd A se zy-tason suljettu ja rajoitettu
alue, jonka napakoordinaattiesitys on

A ={(r,p) eR*|0< 7 <3,7<p< 2},

Olkoon edelleen pinta S se osa paraboloidipintaa z = f(z,y) = 10 — 22 — y2, joka on tasoalueen
A ylapuolella ja jonka ulkoinen yksikkonormaalivektori on

_o (2z,2y,1)
= ="
1+ 4x? + 4y?

Pinnan S suljettu reunakéyré olkoon 05. Muodosta vektorikenttd V x F sek laske kéyrdinte-
graalin

jéﬁ - dr = 7{2yzd:c+ 20x dy + xy dz
as as
arvo Stokesin lauseen ja napakoordinaattien avulla.

Koska,
A={(z,y) eR*|0<2<2,0<y<Vr},

niin Greenin lauseen nojalla

74(3@ — 5y —2)dx + (82°y — 5z + 1) dy Gree”// (823y — 5x+1)—§(3xy — 5y —2)] dA

2 V@ 2z
// (24x%y — 5 — 62y + 5)dA :// (24x2y — 62y) dy dx / / (122%y* — 32y?) dx
0 0 0o 0

2

2
/(123@ — 32?) dr = /(3304 —2%) = 40.
0 0

b) Koska ﬁ(:c, Y, z) = 2yzi + 2027+ xyE, niin

VxF=\|8, 08, 0, |=(x—-0)i—(y—2y)j+(20—-22)k
2yz 20z =2y

=2 +yj + (20 — 2z)E = (x,y,20 — 22).

Edelleen
A ={(rp) eR*|0<r<3,7<¢p<2r},

joten Stokesin lauseen mukaan

%F dx—742yzdx+20xdy+xyd25tﬂ{es/ V x F-i?dS

2,2 227 42y +20 -2
//:cy,20 2:). L2 1) //x+y+0 s
1+4x2+4y L+ da? +dy”
222 4 2y + 20 — 2(10 —
// a? + 2y +20 — 2(10 — 2 1+4x2+4y2dA://4($2+92)dA
A

V1 + 42 + 4y?

27 2

= //4r2rdrd<p: /47’3d7’d<p // = / 81y = 8l1m.
A 0 0
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