Tekniikan matematiikka

Kompleksianalyysi (031077P)

2. valikoe 31.10.2023

Vilivaiheet ja perustelut nikyviin. Pelkkd vastaus ei riita.

1. Laske funktion
2z

T2

f(2)
sarjaesitys pisteen
a) 2o = 0 ympéristossi. Madrad derivaatta f(2023)(0).
b) zp = 1 ympéristossd. Mikd on laajin mahdollinen alue, missi tamé sarjaesitys

on voimassa?

2. Laske integraali

—922 4+ 32
Leme e

missa C' on vastapaivaan kierretty ympyra {|z| = 2}.

2\" 1\"
(n) E 5
erdan kausaalisen LTI-systeemin impulssivaste. Laske systeemin

a) siirtofunktio. (2p)

3. Olkoon (h(n))>,, jolle

n=0>

b) vaste yksikkoaskeljonolle (3p)
(x(n))ry=(1,1,1,...), jolle z(n) =1 kaikilla n > 0.

¢) Onko systeemi stabiili? (1p)
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Tehtivien ratkaisuperiaatteet

1.

a) Maériatiadn aluksi funktion erikoispisteet, jotka ovat nimittdjan 1 — 22 nollakoh-
dat z = +1. Koska f on analyyttinen pisteen z; = 0 ymparistossa, on silla
Taylorin sarja

x
= Z anz"
n=0

pisteen z; = 0 ympéristossd. Sarjan suppenemissade on R = 1, silla erikois-
pisteiden z = 41 etéisyys origosta on 1. Sarjan laskemiseksi voidaan kayttas
geometrisen sarjan summakaavaa

> 1
kb =—— |u| <1
' 1—w

Hajotetaan sitd varten f osamurtokehitelméllda muotoon

2z 2z (A4 -(1=-2 1 1
f(z)_l—ZQ_(l—z)(l—i—z)__ (1—2)(142) 1—2z 1+2z

Viimeista edelliseen osamaéraén voidaan soveltaa suoraan geometrisen sarjan sum-
makaavaa ja viimeisessa voidaan valita w = —z, jolloin saadaan

[e.9]

Zz —Z - k—Z(l—(—l)k)zk—i)Q-zQ"H, 2| < 1.

k=0 k=0
Viimeisessé yhtisuuruudessa on huomioitu, etti z¥:n kerroin héviaa parillisilla k.
Toinen tapa on geometrisen sarjan summakaavan soveltaminen suoraan valitsemalla
w = 22, jolloin

1

f(z):22-1_722:22222":ZQ-ZQ”H, || < 1.

Derivaatan laskemisessa huomioidaan, ettd Taylorin sarjan z*:n kerroin on muotoa

1 ( ) . Niinpa valitsemalla £ = 2023 saadaan

FE2(0) = (1 — (—1)20%%) . 2023! = 2- 2023!.

b) Nyt f eiole analyyttinen pisteessé zo = 1, silld f ei edes ole méaritelty pisteessa
zo = 1. Teorian mukaan f:ll& on Laurentin sarja

f2)= > an(z—1)"
alueessa 0 < |z — 1| < 2 (silld funktion erikoispisteen z = —1 etdisyys pisteesté
2o = 1) on 2). Kaytetdan tassakin a)-kohdassa laskettua osamurtokehitelméé,
jossa 1%2 = —(z — 1)7! on jo valmiiksi sopivaa muotoa. Viimeistd osam&éria
voidaan muokata seuraavasti
1 1 1 1 1 & 1\"
= :“IZ(—) (=1
1+2z 24(2—1) 21_(_7) 2=\ 2

Osamurtokehitelméan perusteella Laurentin sarja on

f(z)=—=(z—1)" —l—Z(—l)kH (z—1% o0<|z—1<2



Integrandin
—92% + 32

(z=-3E-3)(=-1)

ainoat erikoispisteet ovat nimittdjan nollakohdat z = %, %, 1, jotka kaikki ovat ys-
kinkertaisia napoja, silla f on supistetussa muodossa. Kaikki navat ovat C'n sisalla,

joten residylaskun mukaan kysytty integraali on

f(z) =

27 (ResZ:%f(z) +Res,_1 f(2) + Reszzlf(z)) :

Kaytetaédn residyjen laskemiseen kaavakokoelmasta 1oytyvaa laskukaavaa, jonka mu-
kaan

—92% + 32
Res,_2f(2) = lim (2 — 2)f(2) = lim = —4,
) T DD
—92% + 32
Res,_1f(z) = lim (2 — 1) f(2) = lim =15,
SR S =k Y P T ERSY
—92% + 32

Res,—1 f(z) = lim(z — 1) f(z) = lim 5 ~ = —20.

=l =1 (z = £)(z— 3)

Residylaskun perusteella integraaliksi saadaan 2mi(—4 + 15 — 20) = —18mi.

Integrandin voi vaihtoehtoisesti hajoittaa (kédsin tyolahkolla, mutta koneella helpolla)
osamurtokehitelméllda muotoon

fZ)=— - - (1)

ja kayttaa kuhinkin termiin Cauchyn kaavaa integraalin laskemiseksi.

a) Maaritelmdn mukaan siirtofunktio on
H(z)th(n)z”zGZ() z”—152<> z7™.
n=0 n=0 o n=0 2

Viimeisessa yhtasuuruudessa on kaytetty Z-muunnoksen lineaarisuutta. Laske-
taan oikean puolen sarjojen summat geometrisen sarjan summakaavalla, jonka

mukaan
X /2N X2\ 1 5z 2
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Suppenemisalueet tulivat geometrisen sarjan suppenemiskriteeristé.
Edellisen perusteella siirtofunktio on

5z 15 2z —902% + 30z —922 4+ 32 | ‘ - 1
- = = z —.
5z — 2 22—1  (52—2)2z+1) (z—%)(z—3) 2

H(z)=6



b)

Lasketaan vaste Z-muunnoksen avulla. Maaritelméan ja kaavakokoelman mukaan
yksikkoaskeljonon Z-muunnos on

z

X(z) = i_ojox(n)z” = iz" =7

joten vastejonon (y(n))e, Z-muunnos on

—923 + 322

V() = HEX(E) = oo 1y o1

jonka Z-kadnteismuunnos on

1 1 —92* 4 32
= [ V()= nd
y(n) 27i /ST (z)2"dz 2miJs, (z—2)(z — 3)(z — 1)Z =

missd S, on ympyréd {|z| = r}, joka sulkee sisddnséd kaikki integrandin navat.
Voidaan siis valita mika tahansa r > 1. Residylaskun mukaan

y(n) =Res  2f(2)z" +Res 1f(2)z" + Res,—1f(2)2",
=% z=3

missd f(z) on tehtavin 2 integrandi. Ainoa ero tehtdvain 2 ndhden on z:mn po-
tenssi z". Niinpé kdytannossa samalla laskulla kuin tehtévissa 2 saadaan

2\" \"
=—4(= I5(=) —2 > 0.
y(n) <5> * 5(2) 0, n20
Toinen tapa on tehtdvin 2 osamurtokehitelmén (1) kaytto, jonka mukaan
z z z
Y(2) = =15 —4 —20
(2) = 2f(2) z_% Z—% .1

Vasteeseen paastain geometrisen sarjan summakaavalla.

Kolmas tapa on kaavan y(n) = Y>-7_, h(k)z(n—k) kiytto. Koska tassa z(n—k) =
1 kaikilla £ = 0,...,n. voidaan kayttda geometrisen summan kaavaa vasteen
laskemiseen.

Teorian mukaan systeemi on stabiili, jos ja vain jos kaikki siirtofunktion na-
vat ovat yksikkoympyréin sisilli. Koska nyt navat z = 1/2 ja z = 2/5 ovat
yksikkoympyran sisalla, niin systeemi on stabiili.



