Tekniikan matematiikka

Kompleksianalyysi (031077P)

2. valikoe 31.10.2022
1. Laske funktion p;
1) = 22 +62+8

a) Taylorin sarja, jonka keskipiste on zp = 0. Mikd on sarjan suppenemisalue?

b) Laurentin sarja alueessa |z| > 4.

2. Laske residylaskun avulla integraali

Jo mrees
cz?2+62+8
missa C' on

a) vastapédivaan kierretty ympyré {|z| = 3}.

b) vastapiivian kierretty ympyré {|z| = 5}.

3.  Olkoon
z

Hz2) =——"7—
(2) 22 +62+8
eradn kausaalisen LTI-systeemin siirtofunktio. Laske systeemin

a) impulssivaste.

b) vaste herétteelle
(x(n))ry =(1,6,8,0,...), jolle z(n) = 0 kaikilla n > 3.

¢) Onko systeemi stabiili?
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Tehtivien ratkaisuperiaatteet

1.

Selvitetdin ensin funktion f nimittéjan 22+ 6z + 8 nollakohdat, jotka saadaan toisen
asteen yhtalon ratkaisukaavalla
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kirjoittaa muodossa
z

e EE)

Kéytetaan jatkossa hyviksi geometrisen sarjan summakaavaa
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a) Jaetaan f osamurtokehitelméalld muotoon

f(2) = z A N B A(z+4)+ B(z+2)
(242 (24 22 244 (2+4)(242)
_ (A+B)z+4A+2B
(z+4)(z+2)

Vertaamalla osoittajia keskendan padadytaan yhtalopariin ja sen ratkaisuun seu-

raavasti
A+B =1 o A=-1
4A+2B = 0 B=2
Kehitetdan nyt f Taylorin sarjaksi pisteen zy = 0 ymparistossa geometrisen
sarjan summakaavalla seuraavasti
-1 2 1 1 1 1

Ter2 T awd T 2 1o (o)

)R

k=0

(RN
5 (o ) e ()7 4

Kaikki edelld tehty on luvallista, kun |z| < 2, joka tulee geometrisen sarjan
suppenemiskriteerista ja on samalla Taylorin sarjan suppenemisalue.

b) Koska alueena on nyt ulkoalue |z| > 4, niin pyritdin kehittaméaén f geometrisen

1

sarjan summakaavalla 27 :n potensseiksi. Tama on luvallista, kunhan ’%‘ <

1, jolloin myos ‘%’ < 1. Menetellddn samaan tapaan kuin a)-kohdassa, mutta



otetaan nyt z yhteiseksi tekijaksi nimittajissa, jolloin saadaan
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joka on f:n Laurentin sarja alueessa |z| > 4. Toiseksi viimeisessa yhtasuuruu-
dessa on viety 1/z = 27! summalausekkeiden sisééin, yhdistetty summat ja sa-
manmuotoisia termeji sekéd otettu z~'z7% = z7F~1 yhteiseksi tekijdksi. Lisiksi
on kirjoitettu 4¥ = 2%, Viimeisessd yhtdsuuruudessa on tehty indeksinvaihto

k+1=n.

Havaitaan, ettd integrandi on sama funktio kuin tehtavéssé 1, joten sen nimitté-

jan nollakohdat ovat z; = —2 ja zo = —4. Integrandi voidaan kirjoittaa tekijoihin

jaetussa muodossa
z

2) = ——F——.
/() (z4+2)(z+4)
Koska f on supistetussa muodossa oleva rationaalifunktio, ovat sen erikoispisteet
z1 = —2 ja z5 = —4, jotka molemmat ovat yksinkertaisia napoja.

a) Koska ainoastaan z; = —2 on C'n sisilld, niin Residylauseen ja kertalukua n
olevalle navalle péatevan residyn laskukaavan

1 [a § 1
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mukaan
I= /c f(2)dz = 2mi- Res,— _of(2) = 2mi - i —2mi.

b) Edetddan samalla tavalla kuin a=-kohdassa. Talla kertaa molemmat erikoispisteet
ovat C'n sisilla, joten Residylauseen mukaan

I =27i(Res,—_2f(2) + Res,—_4f(2)) .

Ensimmaéinen residy laskettiin jo a)-kohdassa, joten riittdé laskea toinen residy.
Samalla tavalla kuin a)-kohdassa saadaan

lim, (= +4)f(:) =

Res.—_4f(2) = W P 2+ 2=

=2,

joten integraaliksi saadaan

I =27i(—1+2)=2ni.



3.

a)

Havaitaan, etta siirtofunktio on sama kuin tehtavin 1 f. Impulssivaste voidaan
laskea esimerkiksi kompleksisena kayraintegraalina
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missd C' voi olla miké tahansa R-sdteinen ympyré, jolle R > 4.
Ainoat erikoispisteet ovat nimittajan nollakohdat z; = —2 ja zo = —4, jotka ovat
ensimmaisen kertaluvun napoja. Voidaan siis menetelld samalla tavalla kuin
tehtdvissa 2. Residylauseen ja residyn laskukaavan (1) mukaan

k k
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Toinen tapa ratkaista tehtavd on huomata siirtofunktion yhteys Laurentin sar-
jaan. Siten impulssivaste laskettiin itse asiassa jo tehtavéssa 1 b).

Lasketaan vaste Z-muunnoksen avulla. Teorian ja koekaavojen mukaan vasteen
y(n) Z-muunnos Y (z) voidaan laskea kaavalla Y (z) = H(z)X(z), missd H(z)
on siirtofunktio ja X (z) on heratteen x(n) Z-muunnos.

Lasketaan ensin annetun heratteen Z-muunnos, joka maéritelman mukaan on

X(z)=Y z(k)z"=1+62""+8272
k=0

Kirjoitetaan tdman jéalkeen siirtofunktio muodossa

-1

z z
H(z) = = .
(2) 22(1+62714+8272) 14627148272

Edella lasketun perusteella vasteen Z-muunnos on
Y(2)=2'=0-1+1-27"40-2724+--- = Z(5(n - 1)),

eli vaste on yhdelld aikayksikolld viivastetty yksikkoéimpulssi

Sn—1) = {1, kun n =1,

0, muulloin.

Teorian mukaan LT I-systeemi on stabiili tdsmaélleen silloin, kun siirtofunktion
navat ovat yksikkéympyran sisalld. Koska nyt siirtofunktion navat ovat yksik-
kéympyran ulkopuolella, systeemi ei ole stabiili.



