Tekniikan matematiikka

Kompleksianalyysi (031077P)

1. valikoe 3.10.2022

1. a) MaA4araa itseisarvo ja argumentin padarvo kompleksiluvulle

1
C(—1+ VB
b) Ratkaise yhtalo
2t = —1+V3i

Anna molempien kohtien luvut muodossa z = = + iy.

2. Tarkastellaan funktiota
fe)=CE+DH(EZ+1).

a) Kirjoita f muodossa f(z) = u(z,y) + iv(z,y), misséd z = z + iy. (2p)

b) Missé pisteissa funktiolla f on derivaatta? (3p)

c) Maéraa ympyran (z + 1)% + y? = 1 kuvajoukko funktiolle f(z). (1p)
3. Olkoon C' origokeskinen 5-sdteinen ympyra. Tarkastellaan kompleksista kédyrédinte-

graalia

I = / zdz.
c
a) Maaraa kayrdn C' parametriesitys. (1p)
b) Laske integraali I, kun C kierretdén kertaalleen vastapaivaén. (4p)

c) Miké yhteys integraalilla I on kdyran C sisdltdmén alueen pinta-alaan?  (1p)
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Tehtivien ratkaisuperiaatteet

1.

Kirjoitetaan luvulle w = —1 4 v/3i eksponenttiesitys, silld sitd voidaan hyodyntaa

molemmissa kohdissa. Itseisarvoksi saadaan |w| = \/ (—1)2 + (v/3)2 = 2, jolloin w
voidaan kirjoittaa muodossa

1 V3 o
w=2 ——+£i = 20\,
2 "2

missd toinen yhtasuruus saadaan yksikkOympyrasta.
a) Kéytetddn hyvéksi eksponenttiesitystd. Edella lasketun mukaan

1 1 1 isr

g
z = = = —e 3
. 4 : 81 )
(2612%> 16e'3 16
. . . 1. . e . o
jonka 1;1ukaan2 itseisarvo or; |z| = 55 ja argumentin padarvo on Arg(z) = —=,
e 8T on ) -
silld =5 = —2F — 27 ja — % € (—m, 7).

Perusmuotoiseen esitykseen z = x + iy padstdan yksikkéympyran avulla, jonka
mukaan

b) Kirjoitetaan z muodossa z = re'?, jolloin
A et = 1 /3] = 261(%’7%%),
josta saadaan yhtilot r* = 2 ja 4p = %ﬂ + k27, joiden ratkaisut ovat r = v/2 ja
o =5+ k3, k €Z. Saadaan 4 eri ratkaisua
x V2v/3 V2
ox V2 V2v/3
21 = \4/58127 = —\g_ +i\/—2\/_a

T V2v/3 v/ 2
Z2=\4/§el% \/_\/_ \/_

R
5 /2 V2v/3

Toisissa yhtasuuruuksissa on kéytetty yksikkoympyraé.

a) Koska (241)-(z4+1)=(z+1)(z+1) = z2+1]? = [(z+ 1) +iy|* = (z+1)* +¢?,
saadaan
_ 2 _ 2,2
f@) =lz+1 =@+ +y +i- 0
=u(z,y) =v(z,y)

b) Luentojen mukaan f:11& on derivaatta niissé pisteissia z, € C, joissa Cauchy-
Riemannin yhtélot ovat voimassa ja joissa osittaisderivaatat u,,u,,v,, v, ovat
olemassa pisteen z, ymparistossé ja ovat jatkuvia pisteessa zyp. Nyt u ja v ovat
"siisteja” funktioita, joten osittaisderivaattojen olemassaolo ja jatkuvuus ei ole
mikédn "issue”. Néin ollen riittaé tutkia Cauchy-Riemannin yhtéloita

u, =2(x+1)=0=0v, jau,=2y=0=—uv,

jotka toteutuvat tasmalleen silloin, kun x = —1 ja y = 0.



Koska f(z) = (z + 1)? + %, on kyseisen ympyréin kuvajoukko yksittdinen piste

f(z) =1L
Origokeskisen 5-siteisen ympyrin parametriesitys on z(0) = 5¢!, 6 € [0, 27].

Lasketaan integraali parametriesityksen. Kompleksisen kédyraintegraalin méari-
telman mukaan

/c f(z)dz = /0% F(2(6))2'(6)d6,

johon sijoittamalla z() = 5¢' ja 2/(6) = 5iel? saadaan
2w . . 2
1= [ zdz= [ 5e 5 = [ 2560 = 507,
c 0 0

Ympyran pinta-alan kaavan mukaan kdyrdn C' sisdltdmén alueen pinta-ala A
on A = 7 -5% = 257, joten pinta-alalla ja integraalilla on yhteys I = 2iA. Té-
mé yhteys péatee itse asiassa yleisemminkin mille tahansa sulkeutuvalle Jordan-
kayralle.



