KOMPLEKSIANALYYSI

Harjoitus 3, syksy 2021

Pistetehtaviat ovat 2 ja 3.

1.

Laske derivaatta funktioille
a) f(z) =(1-42%)
b) f(z)=f(z+iy) =e * ((xsiny — ycosy) +i(ysiny + zcosy)),

¢) f(z) = 2Y? kayttamalld kidnteisfunktion derivoimissiantos

Huomaa, ettd f on moniarvoinen.

Tutki Cauchy-Riemannin yhtéléiden avulla, missé pisteissd z = x + iy € C seuraavilla
funktioilla f(z) on derivaatta:

a)  f(z) =2+ 32y? — 3z +i(y3 + 322y — 3y).
b)  f(z) =322 + 2z — 3y? — 1 +i(6zy + 2y). Miki z:n funktio téssd on kyseessi?

Missé pisteissd edelld olevat funktiot ovat analyyttisia? Maarda funktioiden kuvajoukot
imaginaariakselille.

Tutki, onko funktio u(x,y) = zy—x+y harmoninen. Jos on, niin maaraé kaikki analyyttiset
funktiot f, jolle Re f = w.

Tarkista konformisuuden ehdot funktiolle f(z) = 2% pisteessi zg = 1 + 2i tarkastelemalla
suoria z = 1 +it, z =t + 2ti (t € R) ja niiden kuvia funktiolle f.

Tarkastellaan kenttéd, jonka potentiaalifunktio on f(z) = z + 1 (Joukowskin funktio).

a) Tutki, missd alueen Q = {z € C : |z| > 1} pisteissd f on konforminen.

b) Mita kayrid pitkin ulkoinen varaus litkkuu alueessa Q7

Rakennellaan tassa tehtéavéssd sdhkostaattinen potentiaali ¢, joka saa arvon nolla yksik-
kokickon D = {z € C||z| < 1} reunan ylemmaélld puolikaarella ja arvon yksi alemmalla
puolikaarella. Katso Kuva 1.

a) Funktio
1—=z
w=1() = T+

kuvaa yksikkokiekon ylempéadn puolitasoon H = {z € C|Im(z) > 0}. Tutki funktion
saamia arvoja uv-tasossa ry-tason ympyriankaarilla Sy = {|z| = 1| & Im(z) > 0}.

b) Osoita, ettéd logaritmifunktion
g(w) =logw = In|w| +iarg(w), 0 <arg(w) <,

reaali- ja imaginaariosa ovat harmonisia funktioita ylemméssd puolitasossa. Tutki
reaali- ja imaginaariosan saamia arvoja ympyrankaarien Si kuvajoukoissa f(S4).

¢) Voidaan osoittaa, ettd harmonisuus siilyy konformikuvauksessa. Toisin sanoen, jos g
on harmoninen alueessa B ja f : A — B on konforminen, niin g o f on harmoninen
alueessa A. Osoita, ettéd etsitty potentiaali ¢ l6ydetddn a)- ja b)-kohtien funktioiden
avulla.

d) Mita kayrid ovat tasapotentiaalit ¢(x,y) =¢, 0 < c < 17



Kuva 1: Tehtavan 6 kuva



