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1.

Olkoot v = (1++/31)2?! ja w = (v/3 —1)?°?! kompleksilukuja. Ilmoita kompleksiluku
z muodossa z = x + iy ja madrad luvun z argumentin paaarvo, kun

a) z=0v-w,

b) z=

a) Kirjoita funktio
) 1
f(2) = fle+iy) = 5

muodossa f(z) = u(z,y) + iv(x,y). (2p)

b) Esité alue
D, ={z€C||z| <1, Im(z) >0}

napakoordinaateissa ja piirra se kompleksitasoon. Maaraa alueen D kuvajoukko
a)-kohdan funktiolle. Piirrd kuvajoukko kompleksitasoon. (4p)

Kertalukua 2 olevan Butterworth-suodattimen taajuusvastefunktio H(w) maaraytyy

kaavasta ]

BEE
Laske residylaskun avulla suodattimen ekvivalentti kaistanleveys W,,, joka maari-
tellaan kaavalla

| H (w)|*

1 > 2
W@_mH@PLJH@”W'

Signaalinkésittelyssé kaytetddn ikkunointia impulssivasteen katkaisemiseksi. Tarkas-
tellaan Bartlett-ikkunaa

—=|, 0<n<N,

0, muulloin,
missa N on jokin nollasta poikkeava kokonaisluku.
a) Laske Bartlett-ikkunan Z-muunnos W (z) tapauksessa N = 4. (2p)

b) Laske Bartlett-ikkunan amplitudivaste |V (w)| ja vaihevaste Arg(W (w)) tapauk-
sessa N = 4. (4p)



Koekaavat

e® = e®(cosy +isiny)

sin(z; + z2) = sin z1 cos 23 + €os 21 sin 2y
1

sinacos 8 = §[Sin(a — B) + sin(a + B)]

logz =1In|z| +iarg 2

f(z) = flx +1iy) = u(x,y) +iv(z,y)
o0 1
kz:%zk =71 2] <1

f(z) = i an(z — 20)"
f(")(zo)

Y ksikkGympyra

e = cosz +isin z

cos(21 + z2) = €OS 21 COS 29 — Sin 21 Sin 29
1

cosacos 3 = §[COS(CY — 03) + cos(a + B)]

1/nei (argw+k2m)/n

2 = |w]
du_ov ou__ow
or oy oy Oz
Yorh=—"1 |zl>1
k=0 1
flz)= > an(z—2)"

1 f(z)
= o /ST (z — z)**! dz

1 [at \

a_1 = (n _ 1)‘ [dz"l (Z - ZO) f(Z) o

z(n—k) < X(z)z7F
Y(z) = H(2)X(2)

1
hk) = 5 / H(z)251dz
ST‘

» Re



Tehtivien ratkaisuperiaatteet

1.  Kaytetaan hyvaksi eksponenttiesitysté. Sita varten muodostetaan ensin kantalukujen
eksponenttiesitykset. Koska |1 4 v/3i] = /12 4+ (v/3)2 = 2, voidaan kirjoittaa

1+\/§1:2<;+\f1>.

Sulkulausekkeen sisélla oleva luku 10ytyy yksikkoympyrasta, jonka avulla loydetaéan
v:lle eksponenttiesitys

v=(1+ \/31)2021 _ (2€1g

£ 2021
— 2202161 5T

I

)2021

missa ¢ = %ﬂ on eras argumentin arvo. Padarvo loydetdan, kun etsitddn sita

vastaava edustaja valiltd | — 7, 7]. Koska 20% = 337, saadaan

2021 2022 -1
—= mT =

1
3 5 -27T=337-27T—§7T,

¥

joten Arg(v) = —37.

Vastaavalla tavalla 10ydetadn eksponenttiesitys
1\ 2021 _
w= (V- = (2(VE - 5i)) = (208 < gome e

Koska % = 168, saadaan laskemalla

2021 2016 +5
m =

)
.91 — 168 - 2 e
5 T s 68 7T+67r,

joten Arg(w) = —2.

a) Edelld lasketun perusteella

1. 5. 7.
s = w = 22021e—§7r1 . 2202le—§7r1 — 240426_67”,

silli £ + 2 = I. Argumentin pédarvo on siten Arg(v-w) = —Im + 27 = 3.
Eulerin kaavan ja yksikkéympyran avulla saadaan

. 5 5
7 = 940423 _ 94042 (cos (67T> + sin (67r) i)

_ _24041\/§ 4 240411‘

b) Vastaavalla tavalla kuin edelld saadaan

-
v 2202167§1 1 )
2= — = — = e2 = 1,
w  92021g—3mi
1 5\ _ 5 1 _ 1 . .. 1
silli —3 — (—5) = § — 3 = 3. Argumentin padarvo on siis Arg(z) = 5.

2. a) Lavennetaan rationaalifunktio sen nimittéjan konjugaatilla 22 = z2 ja kéytetddn
identiteettid 2z = |z|?, jolloin saadaan

z Z2 Z2 (x —iy)? 2 — 2 2xy

M= = G "~ @ @y @t




b)

Lasketaan aluksi integrandin f(w) = |H(w)

teori

Navat ovat luvun —1 juuret v/—1, joiksi eksponenttiesityksen —1 = e

Napakoordinaateissa ilmaistuna |z| = r ja Im(z) = y > 0 tarkoittaa, ettd ¢ =
Arg(z) € (0, 7). Alue D, on geometrisesti yksikkokiekon ylempi puolikas.
Kéytetaan hyviksi eksponenttiesitystd z = rel? kuvajoukon médrddmisessi. Ku-
vapisteen eksponenttiesitykseksi saadaan

F2) = f(re?) = —y = o2

(reie)® r

Koska 0 < p < mjar < 1, on =21 < —2p < 0 ja 1/r? > 1, joten kuva-
piste on yksikkokiekon ulkopuolella oleva piste positiivista reaaliakselia lukuun
ottamatta.

Koska argumentti Arg(f(z)) kdy lapi kaikki arvot véliltd (—m, ) nollaa lukuun
ottamatta ja samoin 1/7? kattaa kaikki arvot vélilta (1,00), on alueen D, ku-
vajoukko f(DD,) on yksikkokiekon D ulkopuolinen alue positiivista reaaliakselia
lukuun ottamatta.

| nimittdjan nollakohdat, jotka ovat
an mukaan napoja, koska f on supistetussa muodossa oleva rationaalifunktio.
i(m+k2m) avulla

saadaan

Teor

4 2k+1

w=—-leow,:=e 1 ™ k£=0,1,23.

ian mukaan riittad huomioida ainoastaan ylemman puolitason navat

T 3

T ELY
Wp==e1 ja w;=et

jotka molemmat ovat yksinkertaisia. Silloin residylaskun ja "katevin laskukaavan”
mukaan saadaan

/OO f(w)dw = 27i (ReSy—y, [ (w) + Resyey, f(w)) = 27i ( L + L ) .

—00 4&)8 4&}%

Yksikkoympyrén avulla saadaan
1+1 1 N 1 17:«%1_’_17%1 1 1 1,+1 1.
= - Tr-zie —e = — —_— — —1 _— — —1
dof 4w deT gerl A4 4 4\ V2 V2 V2 V2
1

Koska lisdksi |[H(0)]* = 1, on ekvivalentti kaistanleveys

a)

1 1 T
|/|/e = — -2 1 N = —
9 7“( 2\/§1> 2\/5

Lasketaan Bartlett-ikkunan arvot ajanhetkilla n = 0, 1,2, 3, 4. Koska

on w(0) = w(4) = 0. Vastaavasti saadaan

w(l)=1— ‘1;2’ _ ; —w(3) ja w@) =1



b)

Siten Bartlett-ikkunan ainoat nollasta poikkeavat arvot ovat w(1) = 1, w(2) = 1

ja w(3) = 3.

Maéaritelméan mukaan Z-muunnokseksi saadaan

s 1 1 1
W(z)=> wn)z"" = 52’_1 + 2272 4 52’_3 = 52_1(1 + 22714 272)

n=0

R —132
- a1 .
22 (I1+277)

Taajuusvaste W (w) saadaan sijoituksella W(w) = W (e¥). Siten taajuusvaste
on

1 . ~ 1 . ws [ ws W\ 2 .
W(w) = §e_lw(1 +e ) = ie_“" (6_5‘ (651 + 6_5‘)) = 2e” * cos*(w/2).
Viimeisessa yhtasuuruudessa kéytettiin kosinin maéritelmaé
cos(z) = 1 (eiz + e_iz)
2

arvolla z = w/2 € R.
Amplitudivaste on vaihevasteen itseisarvo, eli |W(w)| = 2 cos?(w/2). Vaihevaste
taasen on taajuusvasteen argumentin péaarvo, eli

—2w —2m, kun —7 <w < —7/2,
Arg(H(w)) = { —2w, kun —7/2 <w < 7/2,
—2w+2m, kun /2 <w <.
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