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1.

Laske funktiolle

sarjaesitys, jonka keskipiste on z = 1,

a)
b)

Taylorin sarjana. Ilmoita myos sarjaesityksen suppenemiskiekko.

Laurentin sarjana alueessa |z — 1| > 1.

Maéaréa erikoispisteet ja niiden laatu funktiolle

a)

b)

1
)=
1

Eraan kausaalisen diskreetin FIR-suodattimen impulssivaste on jono

(h(n))py =(1,-2,1,0,0,...), jolle h(n) = 0 kaikilla n > 3.
Laske suodattimen siirtofunktio. (2p)
Laske suodattimen vaste, kun heratteena on yksikkoaskeljono
(x(n))r,=(1,1,1,...), jolle z(n) = 1 kaikilla n > 0.

(3p)

Laske suodattimen amplitudivaste. Mita suodatin tekee pienille taajuuksille w ~
07 (3p)
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Tehtivien ratkaisuperiaatteet

1.

a)

Taylorin sarja voidaan talla kurssilla laskea joko derivoimalla annettua funktiota
tai kdyttamalla geometrisen sarjan summakaavaa. Koska meilla on nyt kohtuul-
lisen yksinkertainen funktio, molemmat tavat onnistuvat kohtuullisella tyolla.
Kaydaén ne lapi.

Tapa I (Derivointi): Derivoimalla annettua potenssifunktiota f(z) = 27! tois-
tuvasti saadaan

fle)=2"" = f(1) =1,
fi(z)=—=7" = f(1) = -1,
f'(z) = (=1)(=2)27" = f'(1) = (=1)(=2),

Edellisten laskujen ja Taylorin sarjan maaritelméan
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mukaan saadaan Taylorin sarjaksi

> (=1)"n! s
f(z) = Z:OT(Z —1)"= ;(—1)”(2 -1

Tassa pitaa kuitenkin vield tdsmentéda, missd alueessa sarjakehitelma on ole-
massa. Taytyy siis laskea sarjan suppenemisséide ja sita kautta suppenemiskiek-
ko. Suppenemissateen laskemiseen l0ytyy oma laskentakaava, mutta perustel-
laan téssé suppenemissade geometrisesti. Koska sarjan keskipiste on zg = 1, on
suppenemissiade suurin mahdollinen arvo R, jolla f on analyyttinen kiekossa
D(z0,R) = {2z € C||z — 20| < R}. Koska pistettd zy = 1 ldhin "paha piste”
on origo, jossa f ei ole madritelty eikd siten analyyttinen, on R = 1. Edellisen
perusteella suppenemiskiekko on

D(1,1) ={z € C||z — 1| < 1},

eli geometrisesti kyseessa on 1-sdteisen ympyran, jonka keskipiste on zo = 1,
sisadn jaava alue.

Tapa 11 (Geometrinen sarja): Kaytetaan hyviksi geometrisen sarjan summakaa-
vaa
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"sopivasti valitulla” w. Sita varten muokataan funktiota f seuraavasti
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Viimeisessd yhtasuuruudessa kaytettiin potenssin laskusdantoa (—(z — 1))" =
(—1)"(z#—1)". Huomaa, ettd suppenemiskiekko saatiin talld laskentatavalla suo-
raan geometrisen sarjan suppenemiskriteerista.



b)

Tamé voidaan laskea joko residylaskun tai geometrisen sarjan summakaavan
avulla. Kaydédan téssakin lapi molemmat tavat.
Tapa I (Residylasku): Kaavakokoelman mukaan Laurentin sarjan
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f(z) = Z an(z — 29)"

n=—oo

kertoimet a, voidaan esittad kompleksisena kéyraintegraalina
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missa S, on r-siateinen ympyra, jonka keskipiste on zy ja joka sisaltyy analyyt-
tisyysalueeseen. Tassa tehtavassa siis r > 1.
Kun n > 0, on integrandilla

f(2) 1

9) = Lo T

yksinkertainen napa z; = 0 ja kertalukua n + 1 oleva napa z, = 1 integrointitien
S, sisalla. Lasketaan residyt navoissa. Residyksi origossa saadaan

1 1
=1 — _ n+1
Res:—og(2) = lim <Zz(z — 1)”+1> (=1t (=)™
Residyksi pisteessa z = 1 saadaan
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~onlzolden
a)-kohdan mukaan. Edellisten perusteella ja residylaskun mukaan
an = Res,—og(2) + Res,—1g(z) = (=1)""' + (=1)" =0, n>0.

Kun taas n < 0, on n + 1 < 0, jolloin integrandilla on ainoastaan yksi napa
z = 0 integrointitien sisédlla. Samalla tavalla kuin ylla saadaan

a, = Res,—og(2) = (=1)"*, n<—1.

Nain ollen Laurentin sarja on

-1

f&= X ()™ -1, a1 > L

n=—oo

Tapa II (Geometrinen sarja): Koska ollaan alueessa |z —1| > 1, niin geometrisen
sarjan summakaavaa voidaan soveltaa muuttujalle w = (z — 1)7!, silld |w| <
1. Kehitetadn f siis (# — 1):n negatiivisten potenssien muodostamaksi sarjaksi
seuraavasti
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vastaavilla perusteluilla kuin a)-kohdassa. Nakataan téssi vield sarjan edessé
oleva kerroin summan sisdan ja tehdédan pari summausindeksin vaihtoa, jolloin
Laurentin sarjaksi saadaan
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eli sama lopputulos kuin ensimmaéisella tavalla. Viimeisessa yhtdsuuruudessa on

kiytetty identiteettia (—1)™" "1 = (—1)~("1) = (—1)7+1,

Koska kyseessd on rationaalifunktio, voidaan kéyttaa hyvéksi faktaa, etta eri-
koispisteet ovat mapoja. Téssé tapauksessa f on supistetussa muodossa, joten
navat ovat nimittajan nollakohdat: 22+ 2% = 22(14+2) =0, eli z =0 ja z = —1.
Koska z = 0 on kaksinkertainen 0-kohta, on se kaksinkertainen napa. Vastaavasti
napa z = —1 on yksinkertainen.

Nyt kyseessa ei ole rationaalifunktio, mutta erikoispisteet ovat nimittéjén nolla-
kohdat. Maaratadn nimittdjan nollakohdat eksponenttiesityksen avulla. Koska
1 = ™™ saadaan nimittdjan nollakohdiksi z = n27i, n € Z.

Erikoispisteiden laatu tédytyy nyt perustella erikseen. Tarkastellaan ainoastaan
tapausta z = 0, sillda muiden laatu voidaan perustella samalla tavalla. Kaytetaian
hyvéaksi eksponenttifunktion Taylorin sarjaa. Kdytidnnossé ei itse asiassa tarvit-
se laskea kuin 2 termid. Koska eksponenttifunktio on kaikkialla analyyttinen,
on Taylorin sarja voimassa koko kompleksitasossa. Edelleen, koska eksponentti-
funktion derivaatta on se itse, on Taylorin sarja
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Tassa itse asiassa laskettiin ja perusteltiin kirjallisuudesta 16ytyva tuttu kaava.
Tamén perusteella nimittédja voidaan kirjoittaa muodossa
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josta ndhddén, ettd e* — 1 = zg(z), missd g on analyyttinen kaikkialla ja g(0) =
1. Tamén perusteella 1/g on analyyttinen origon ympéristossé, joten silld on
Taylorin sarja

1 > n
N = Cnz
9(2) nz::o

jolle cg = 1/¢(0) = 1. Néin ollen funktiolla f on Laurentin sarja
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Maéritelmén mukaan z = 0 on yksinkertainen napa. Vastaavalla tavalla néh-
dédan, ettd myos muut erikoispisteet z, = n27i, n € Z, ovat yksinkertaisia na-
poja (miké voidaan perustella myos silld, ettd f on 2rwi-jaksollinen).
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Maaritelmén mukaan siirtofunktio H(z) on impulssivasteen Z-muunnos, joten

H(z)=> h(n)z"=1-22"42"740-2" 4 =1-22""+272 = (1-2")%
n=0



b)

Lasketaan vaste Z-muunnoksen avulla. Herdtteen Z-muunnokseksi saadaan

00 . 00 . 1
X(z)=> z(n)z"=> =z =1 |z| > 1,
n=0 n=0

geometrisen sarjan summakaavan nojalla. Siten vasteen Z-muunnos on

1
1— 21

Y(2) = H(2)X(z) = (1—21)>? =1-z1= iy(n)z_”.

Vaste on siis jono
(y(n))oey = (1,-1,0,0,...), jolle y(n) = 0 kaikilla n > 2.

Amplitudivaste saadaan taajuusvasteen itseisarvona. Taajuusvaste G(w) taasen
saadaan siirtofunktiosta sijoituksella z = e, joten

G(w) — H(eiw) —1— Qefiw + ef2iw — (1 . efiw)Q — efiw<eiw/2 . efiw/2)2
= e “(2isin(w/2))%.

Viimeisessa yhtdsuuruudessa on kaytetty kaavakokoelmasta 16ytyvad komplek-
sisen sinin méaritelmaa. Taméan perusteella amplitudivaste on

|G(w)| = 4sin?(w/2) = 2(1 — cosw).

Kun w = 0, on |G(w)| = 0, joten suodatin suodattaa pienet taajuudet pois.
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