Tekniikan matematiikka

Kompleksianalyysi (031077P)

1. valikoe 4.10.2021

1. a) MaA4araa itseisarvo ja argumentin padarvo kompleksiluvulle
y = (1 + 1)2021'

b) Ratkaise yhtélo
cos z = 10i.

Anna ratkaisu(t) muodossa z = = + iy.

2. Tarkastellaan funktiota
f(z) =227
a) Kirjoita f muodossa f(z) = u(z,y) +iv(z,y), missé z = = + iy. (2p)
b) Missa pisteissa funktiolla f on derivaatta? Laske funktion derivaatta kyseisissé

pisteissa, jos niita 1oytyy. (4p)

3. Olkoon C ={2z€ C|z=2+¢" 0<0<2r} kompleksiluvuista koostuva joukko ja

I(zo):/c & dz, 2z9€C,

z— 2
kompleksinen kéyraintegraali.

a) Piirrd joukko C. (1p)
b) Laske integraali I(zp), kun zo = 2. (3p)

c) Laske integraali I(z), kun |zy — 2| > 2. (2p)



Koekaavat

e® = e®(cosy +isiny)

sin(z; + z2) = sin z1 cos 23 + €os 21 sin 2y
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sinacos 3 = é[sin(a — B) +sin(a + B)]

logz =1In|z| +iarg 2

f(z) = flx +iy) = u(x,y) +iv(z,y)
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YksikkGympyra

e¥ =cosz +1isinz

cos(z1 + 22) = €OS 21 COs 25 — Sin 21 Sin 29

cosacos 3 = ;[cos(a — ) + cos(a+ )]

e = |w|1/nel (argw+k2m)/n
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Tehtivien ratkaisuperiaatteet

1. a)
b)
2. a)
b)

Kéaytetaan hyvéiksi eksponenttiesitystd. Kantaluvun itseisarvo on /12 4+ 12 =
V2, joten 1 + i voidaan kirjoittaa muodossa

1—|—i:\/_<\/_+\/_1>

misséd sulkujen sisdlld oleva piste 16ytyy yksikkdympyréltd. Niinpa Arg(1+i) = 7,
joten

L (1 4 1>2021 (\/—e 4)2021 _ \/—2021 20421 _ 21010\/_6717.
Edellisen perusteella |z| = 2'910/2 ja Arg(z) = —22.
Kaytetaan kosinin maaritelméa
1 iz —iz
cosz:§(e +e ),
jonka mukaan
cosz = 10i & e e = 201H cw = e & w? — 20iw + 1 = 0.
Toisen asteen yhtalon ratkaisukaava antaa

20i + /(20i)2 — 4
w = (2 ) = (10 + v/101)i.

Koska |w| = /101 £ 10 ja Arg(w) = +£7, saadaan logaritmin méaéritelman
mukaan

iz = logw = In(+v/101 & 10) + i (:l:;r + n27r) :
joten yhtalon ratkaisut ovat
= g +n27 —In(v101 +10)i tai z= —g + n27 — In(v/101 — 10)i.
Koska z -z = |z|> = 2% + y?, saadaan
f@) =" = (=) = (& +9°)" = (@ + )"+ \(O/>
—u(z.y) =v(zy

Luentojen mukaan f:114 on derivaatta niissa pisteissa zg € C, joissa Cauchy-
Riemannin yhtélot ovat voimassa ja joissa osittaisderivaatat ug,u,,v,,v, ovat
olemassa pisteen zy ymparistossé ja ovat jatkuvia pisteessa zg. Nyt u ja v ovat
"siisteja” funktioita, joten osittaisderivaattojen olemassaolo ja jatkuvuus ei mi-
kdan 7issue”. Nain ollen riittda tutkia Cauchy-Riemannin yhtéaloita

Uy = 41]([[’2 + y2) =0= Vy jauy = 4y(1‘2 + y2) =0= —Uy,

jotka toteutuvat tasmalleen silloin, kun x =y = 0.
Luentojen perusteella f:ll& on derivaatta ainoastaan origossa, jossa

£(0) = u,(0,0) +iv,(0,0) = 0.



3.

a)

Jéatetadn piirtdminen véliin. Piirtdminen onnistuu nappéarasti vaikkapa Wolfra-
mAlphan "parametric plot (2 + cos 6, sin §)”-komennolla. Joukko C' on ympyra,
jonka keskipiste on zy = 2 ja sdde on 1.

Tehtéva voidaan laskea joko parametriesityksen avulla tai kdyttamaélla Cauchyn
kaavaa. Edellisessa tavassa kaytetaan kompleksisen kayraintegraalin méaritel-
maa

/C f(z)dz = /0 " 4(20)2'(6)d6,

johon sijoittamalla 2(#) = 2 + € ja 2/(0) = ie'? saadaan

21 9 o 27 )
12)= [ Soda= [0 = [T (20 + )0 = ari.
C 0 0

z—2 elf

Jalkimmaéiselld tavalla taasen merkitdan g(z) = z, joka on analyyttinen kaik-
kialla. Niinpéd Cauchyn kaavan mukaan

12)= | Zg<_z)2dz = 2ni - g(2) = 4ri.

Ehto |zp — 2| > 2 tarkoittaa geometrisesti, ettd pisteen zy etdisyys ympyran
C' keskipisteestd on suurempaa kuin 2, joten zy on ympyran C' ulkopuolella.
Niinpd f(z) = -%; on analyyttinen jokaisessa C'n ja sen "sisuksen” siséltavassa
alueessa, johon zq ei kuulu, joten Cauchyn lauseen mukaan

I(Z(]) =0.



