Kompleksianalyysi, syksy 2021

Harjoitus 7, ratkaisut

Harjoitustehtavit

1. a) Hahmotellaan ensin jonoa (ca2(n))2 . Koska €™ = (—1)", on jonon joka toinen termi nolla ja
joka toinen termi on yksi. Jono (c2(n))$2, on siis muotoa
(c2(n))sey =1(1,0,1,0,1,0,...).
Y14 olevasta esityksestd ndhdddn, ettd jonolla (ca(n)) kertominen nollaa parittoman indeksin
termit jonosta (z(n)), eli

(x(n)ea(n))ey = (2(0),0,2(2),0,2(4),0,...).

Tamén perusteella

Z z(n)ea(n)z™™? = 2(0) 4+ 0- ()22 + 2(2)27  +0-2(3)272 + 2(4)272 + ...,
n=0
jonka perusteella
o0 oo
Z z(n)ez(n)z"™? = Z z(2k)z
n=0 k=0
Koska c3(2k) = 1 kaikilla k € N, on x(2k) = x(2k)co(2k) kaikilla k € N ja pdddytdan tulokseen
Z z(2n)ce(2n)z™" = Z z(n)eg(n)z""2,
n=0 n=0

b) Maaritelmin mukaan desimoidun signaalin Z-muunnos on

Xa(z Z zp2(n)z " = Z x(2n)z7".
n=0

Tasté ei viela nahda7 miten desimoidun signaalin Z-muunnos voidaan laskea alkuperéisen jonon
(x(n))22, Z-muunnoksen avulla. Mutta jos termid x(2n) kerrotaan luvulla c2(2n) = 1 (eli ei
tehd4 kiytdnnossd mitaéan) ja kdytetddn a)-kohdan tulosta saadaan

XJ,Z nz::ox 02 *n/2 _ 5 z:: 771/2 ; ng::ox(n)(_l)nzfn/z

=2 Zomn)(ﬁ)-" PO

= SX(V3) + 5X(~V5),

missé X (z) on jonon (z(n))5, Z-muunnos.
2. Siirtofunktion nimittdjan nollakohdat ovat
P2 472412=0 & 2= -3 tai 2 = —4.

Némé ovat myds H(z):n navat (kl. 1), silld osoittajan nollakohta on 0. Impulssivaste saadaan las-

kettua nyt residylauseen avulla (erikoispisteet z; = —3 ja zo = —4):
k) = —— [ H(z)*1ds = i/ F(2)dz = —— 2y,
27i Jg, C2mi Jg S 27 Jg (2 +3)(z+4)

k k

= Besf(2) + Res /) = lim, (= +3) gy TG Y ey
— (_f’)k + (141)k _ (_1)k(3k _41«).

Impulssivaste on siis h(k) = (=1)¥(3* +-4F), k=0,1,2,....



Koska maéaaritelmén mukaan

Z h —n

missi jonoa (h(n))nzo sanotaan systeemin impulssivasteeksi, kannattanee kiyttaa esitysté, jossa

esiintyy valmiiksi potenssit z~!. Kirjoitetaan siirtofunktio muodossa

1+271)2 1
H(z):(;zf) V3, 2
+ 1 + ok
Geometrisen sarjan summakaavasta
1 —
1—w v
k=
saadaan valitsemalla w = — 3;@2_2 siirtofunktiolle esitys
1 > g
H(z) = 2 ( 2)
W=t z% 2+ \f
k

_ 1 27 4272 S —2_\@ z 72k
T A )I;)( 2+\@> '

(1)

Koska sarjassa esiintyy ainoastaan parillisia potensseja, parittamalla ne potenssitermien 1 ja
272 kanssa saadaan edelleen parillia potensseja, kun taas parittamalla sarjan termit potenssin

271 kanssa saadaan parittomia potensseja. Késitelldin nimé erikseen.

Aloitetaan parittomista potensseista, silli tidssd tapauksessa sarja tarvitsee kertoa vain termilla

2 -1 1] ee .
PRV, Télla tavalla saadaan sarja

k

24+V2 L\ 2442 — (2 + V2)k+1
=h(2k+1)

Vastaavalla tavalla kertomalla sarjaa termilla 2+1 \/52_2 saadaan
k

2+\f 22( §+\ﬁ>k %:iul\/i (‘31@ S

k=0

sij. k1=l i 1 2-42 lilz_zl
242\ 2+V2 '

=1

Yhdistamalla tdmé potenssista 1 saatavan sarjan kanssa saadaan

] SR k 5 3 k—1 .

2+12 2+fk1<< 2+f> +<_2+\/§> )Z '

Edelld sarjassa esiintyvd summalauseke voidaan yhdistdi seuraavasti
22 k 22 k—1 23 ) k—1

(_2+\@> +<_2+\/§> :2+ﬁ<_2+¢§> ’

sillé

2-v2\"_ 2-v2( 2-v2\"'  2-v2 . 22
<_2+ﬁ) __2+\/§<_2+ﬁ) TyTe T Tar e

Kokoamalla kaikki edelld saatu yhteen saadaan impulssivasteeksi

1 _
m, - kun n = 0,
h(n) = (2j_£)2 (7 glg) , kun n =2k > 2 (on parillinen),

k
2+2\/§ (— ;;g) , kun n=2k+1>1 (on pariton).



Kéytetaan jalleen esitysta (1), mutta manipuloidaan toista tulon tekijad osamurtokehitelmén
avulla. Jos osamurtokehitelmén tekeminen on helpompaa suoraan z:n funktiolle, kirjoitetaan

1 , 1
N Nl

_2 2 2
1%—2+Vfr o

Edelleen merkint6jen yksinkertaistamiseksi kirjoitetaan
22 )
= w”.
2+ \f

224+ w? = (2 —iw)(z +iw).
Osamurtokehitelmé on siten muotoa
1 A L B

24w z—iw  z4iw’
Laventamalla oikean puolen lausekkeet samannimisiksi tai paéttelemélla suoraan saadaan
) 1
2iw 2iw
Kehitetidn sitten saadut ensimmaéisen asteen rationaalifunktiot z~':n potenssien mukaan ete-

neviksi geometrisiksi sarjoiksi

1 1 1 1 > o 1 1 I & . o
ﬁz—iw_%wzl—iwz*l_%wzz:: mz—kiw_?iwz;(_w)z '

Siten

o0

1 1 . . _
Fr o = g 2 (W) = (i) e

n=0
Téasta ndhdddn, ettd kun n on parillinen, niin (iw)™ = (—iw)™. Siten sarjaan jaa jiljelle ainoas-

taan parittomat termit. Merkitddn n = 2k + 1, jolloin voidaan kirjoittaa

oo

1 )2k o N2k41) L —(2k+1) - g2k o= (2H+D)
—_—_—— — |\ — == 2
22 +w? 2wz Z (—iw) ) * 2wz ; w) 5

22( 2+\\;>k o

Toisessa yhtasuuruudessa on kaytetty hyvéksi tietoa, etta
(iw)2k+1 _ iw(iw)zk 1w12k 2k iw(fl)kak ja (7iw)2k+1 _ 7(iw)2k+1,

silld (—1):n parittomat potenssit antavat aina lopputuloksena luvun —1. Viimeisessé yhtésuu-
ruudessa taasen on kéytetty hyvéksi kdyttdmasimme merkintdéd w:lle, jonka mukaan

k
2—4/2
(_1)kw2k — <_ f)
242
Y14 lasketun perusteella
1 i ( 2 \/i)’“ o
- = — z
14 2222 242

24v2”° k=0
Osamurtokehitelmén kautta pddadyttiin siis samaan esitykseen (2) kuin a)-kohdassakin. Nain
ollen tésta voitaisiin jatkaa maaliin kuten a)-kohdassa, joten ei 1dhdeté tdssé toistamaan samaa
tarinaa.

Kaytetadn vasteen médrdamiseksi siirtofunktion esitysté, jossa esiintyy z:n negatiiviset potenssit.
Lasketaan vaste Z—muunnoksen avulla. Maéaritelmén mukaan herdtteen Z-muunnos on

o0

X(Z)zZx(n)z‘”:(2+\/§)+0-z_1+(2—\/§)z_2+0-z_3+

n=0

=(2+V2)+(2-V2)272,



joten vasteen Z-muunnos on

Y(z)= Y yn)e " = HEX () = (14272 = 14257 4572,

n=0

silld herdtteen Z-muunnos supistaa siirtofunktion nimittdjan pois.

Edellisen perusteella vaste on jono
(y(n)yo =(1,2,1,0,...), jolle y(n)=0 kaikilla n > 3.

Teorian mukaan taajuusvastefunktio saadaan jonon diskreettind Fourier-muunnoksena: H(w) =
F{h(n)}(w) = 307, h(n)e ™. Taajuusvastefunktio on siis

o] 2
Hw) = Z h(n)e™wn = Z h(n)e ™ = h(0) + h(1)e™™ + h(2)e 2 + h(3)e B + h(4)e
n=0 =0

1

=3 (=3 + 127 + 1772 4 12e713 — 3¢ 71)
1 .
= ge_m“’ (17 4+ 24 cosw — 6 cos(2w)) .

Viimeisessd yhtdsuuruudessa kaytettiin kaavakokoelmasta loytyvaa kaavaa
1 iz —iz
cos z = Q(e +e ).
Amplitudivasteeksi saadaan
1
|H(w)| = £|17 + 24 cosw — 6 cos(2w)|
ja vaihevasteeksi

—2w, kun 17 + 24 cosw — 6 cos(2w) > 0,

9 = H =
(@) = argH () {—2w + 7, kun 17+ 24 cosw — 6 cos(2w) < 0,

(2m:n monikertaa vaille).

Lasketaan differenssiyhtélon puolittainen diskreetti Fourier-muunnos:

Y(w) = iX(w)e_iO‘” + iX(w)e_i“’ + iX(w)e_iQ‘”
(o de e ) X
= Hw)X (w)

H(w) =14 Lem 4 Lemi2w _ g=iw (Leiw 4 14 1o—iw)
1w iw | —iw
— e (20 S 1)
=1(2cos(w) + 1)e ™ = R(w)el®®)

Ampliditudivaste:

|H(w)| = |R(w)| = }[2cos(w) + 1]
Vaihevaste:

O(w) = arg(H (w)) = arg(2cos(w) + 1) + arg(e™*)

-—w, kun 2cos(w)+1>0
kun 2cos(w) +1 <0

T—w,



Amplitudivasteen nollakohdat w:

1 2
14+2cosw=0 & cosw:—§ & w:i§+n27r, nez

Nollakohdista vélilld [—7,7] ovat pisteet —2F ja 2T

Amplitudivasteen kuvaaja

o=
L

!
oA

-
.

Ottamalla Z-muunnos puolittain yht&lossa

y(n) = 2rcos(wo)y(n — 1) — r’y(n — 2) + x(n), 3)
ja kayttdmalla viiveen muunnoskaavaa

z(n —k) < H(z)z7F,
joka loytyy kaavoista, saadaan yhtalo

Y (2) = 2rcos(wp)z Y (2) — r2272Y (2) + X (2) & (1 — 2rcos(wp) + 7)Y (2) = X(2).
Maééritelméan mukaan siirtofunktio on vasteen ja herdtteen Z-muunnoksien osamééré, joten
Y(2) 1
X(2) 1—2rcos(wg)z~t+1r2z72"
Suodatin on stabiili tdsmaélleen silloin, kun siirtofunktion navat ovat yksikkdympyrén sisalla.
Siirtofunktion navoiksi saadaan

H(z) =

1 —2rcos(wp)z ' +22=0% 22— 2rcos(wp)z+1=0
& z = rcos(wp) £ 7v/cos?(wp) — 1.
On kaksi vaihtoehtoa. Kun wy = nm, on diskriminantti nolla, jolloin z = r cos(wg) = (—1)"r on

kaksinkertainen reaalinen napa. Talloin suodatin on stabiili tdsmaélleen silloin, kun |z| = r < 1.
Toisessa vaihtoehdossa | cos(wp)| < 1, jolloin diskriminantti on negatiivinen ja navat

2y =T (cos(wo) +iy/1-— cosQ(wo)> =7 (cos(wp) £ isin(wp))

ovat kompleksisia. Namékin ovat yksikkympyran sisilla jos ja vain jos r < 1.
Johtopéédtos on, ettd suodatin on stabiili tdsmaélleen silloin, kun r < 1.
Taajuusvastefunktio H(w) saadaan siirtofunktiosta H(z) sijoituksella z = e, eli
. 1
H(w)=H(e) = - —.
() (e*) 1 — 27 cos(wyp)elw + r2ei2w

Kun r =1 ja w — wp, niin Eulerin kaavan mukaan

1 — 2rcos(wp)e'™ + r2e'®” =1 — 2 cos(wp)e + 2
— 1 — 2cos(wp)e“? + 20
=1— (e e o) el 4 w0
=1—e2%0 — 1 420
= 0.

Taajuusvastefunktion nimittija ldhestyy siis nollaa. Tamén vuoksi (digitaalista kulma)taajuutta
wp sanotaan resonanssitaajuudeksi.



Kun wyg = 3 ja r = 0.9, ollaan b)-kohdan mukaan stabiililla alueella ja nollakohdat ovat
kompleksisia
zy = 1 (cos(wp) £ sin(wp)) = £0.9i.

52

=)z —2)
Kaavoista 10ytyy Z-kdadnteismuunnoksen kaava
1

hik) = 5~ . H(z)z"1dz,

H(z) =

missé origokeskinen r-siteinen ympyrd S, sulkee sisddnsd kaikki siirtofunktion H(z) navat.
Koska navat ovat yksikkdympyrén sisélld, voidaan valita » = 1. Toisaalta r:n valinnalla ei ole
merkitysté, silld residylaskun mukaan

h(k) = ResZ:@H(z)zk_1 + Res,—, H(z)zF!
olipa r > 1 mika hyvénsa.

Koska navat z = z1 ovat yksinkertaisia, saadaan residyn laskentakaavasta

Resy—z f(2) = (2 — 20) f(2)

tai kitevasta laskentakaavasta impulssivasteeksi

h(k) = Res Gl + Res G
R CEINCET R CEE N CE
1 1
:Z —Z Z-’T_+1+Z —Z ZE+1
+ = *- -~ 2+
= l(0 9i)k Tt — l(—0 9i)F 1
2 2
1
— 50.9’““(1’“ + (—1)").

Kun k on pariton eli muotoa k = 2n+ 1, on i* + (—i)* = 0. Kun taas k on parillinen eli muotoa
k= 2n, on i* + (—i)F =i2" + (=i)?" = 2(~1)", silld i = —1. Téméin perusteella

h(k) = {(1)k/2 -0.9¥"1 kun k on parillinen,

0, kun k on pariton.



