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Harjoitus 6, ratkaisut

Harjoitustehtavit

1.

a)

Kyseessd on rationaalifunktio, jonka ainoat erikoispisteet ovat nimittdjan nollakohdat, joiksi
saadaan

P24 =221+42)=02=0 tai z=4+i
Koska f on supistetussa muodossa, ovat erikoispisteet napoja. Yleisesti pétee:

supistetussa muodossa olevan rationaalifunktion erikoispisteet ovat nimittdjin nollakohdat,
jotka ovat nollakohdan kertaluvun napoja.

Koska z = 0 on kaksinkertainen nimittajan nollakohta, on se 2. kertaluvun napa. Vastaavasti z =
ija z = —iovat samalla perusteella ensimmdisen kertaluvun napoja tai lyhyemmin yksinkertaisia
napoja.
Todetaan harjoituksen vuoksi laskemalla, ettd edelld esitetty kriteeri on totta navan z = 0
tapauksessa. Sitd varten kirjoitetaan f muodossa
z 1

flz) = %, missé g(z) = o2
on analyyttinen funktio pisteen zp = 0 ympéristossé ja g(0) = 1. Nyt voimme jopa laskea g:lle
origon ympaéristossd Taylorin sarjan, silla geometrisen sarjan summakaavan nojalla

1 1 - N k 2k
9(z) = 5= 5= (=) =) (-nk
1+z2 1—(—22) pors =
Tamén mukaan f:114 on origon aidossa ympéristossd Laurentin sarja
f(z) = 9z) _ io:(fl)’“,zz"f*2 S U
2 k=0 2

on analyyttinen

Maéaritelmén mukaan zg = 0 on 2. kertaluvun napa.
Residy voidaan méarata joko suoraan Laurentin kehitelmén avulla tai kayttaéd residyn lasku-
kaavaa

Res.—,, f(z) =

missé derivaatan arvo pisteessd zg tulkitaan tarvittaessa raja-arvona. Nyt zp = 0 ja n = 2, joten
d 2z
Res,— Z:—zzz’ —d(0) = —— 2%
zOf() dZ( f()) J g() (1+22)2
Tarkastellaan seuraavaksi pistettd z; = i. Samalla tavalla kuin edelld voidaan todeta, ettd f
voidaan kirjoittaa muodossa

= ! _ 96 missa g(z) = _
1(z) = 2(z —i)(z+1) z—1i 9(2) 22(z + 1)

on analyyttinen pisteen z; =1 ympéiristésséi Silld on siten olemassa Taylorin sarja

Zanz—l Zg (z —1)".

Meitéd ei nyt mkeastaan kunnostaa kertoimien a,, lukuarvot kerrointa ag lukuun ottamatta.
Koska ag = g(i) = = 1i # 0, niin

n—1
ey Py (CEENL{O) I

Z=Zz0

=0.

z=0

12(1+1) -

f(z) = g(z) 2 (z—1) +Zanz—1

on analyyttinen

Siten z; = i on ensimma&isen kertaluvun napa. Samalla saatiin myos residyksi Res,—; f(z) =
%i. Vaihtoehtoisesti voidaan kayttda myos residyn laskukaavaa navalle, jonka mukaan

Res.if(2)(> — /()] _ = ﬁ = 7% - %i.



Samalla tavalla voidaan péatelld, ettd zo = —i on ensimmaéisen kertaluvun napa ja etta
Res.—_if(z) = —3i.

Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavan nojalla nimittdjan nollakohdat ovat

L —b 4+ Vb% — dac

2a
On kaksi vaihtoehtoa: 1) b2 —4ac # 0, jolloin 16ytyy kaksi erisuurta nollakohtaa, ja 2) b —4ac =
0, jolloin z = —% on kaksinkertainen nollakohta.

Kun b%>—4ac # 0, niin pisteet zy = —bEvbi—dac Vzlf_‘mc ovat ensimmadisen kertaluvun napoja. Kéytetdan

residyn laskukaavaa navalle, jonka mukaan

1 .
WG A =)

1 1
= lim = = .
z=zy a(z —2z-)  alzg —2-) Vb2 = dac
Vastaavasti voidaan laskea, ettd Res,—. f(z) = —1/vb? — 4ac.
Kun b — 4ac = 0, on f muotoa

Res.—., f(z) = Res.—.,

1
f2) = ———.
a(z+3)
joka on samalla myos f:n Laurentin sarja pisteen zg = f% ymparistossd. Koska sarjakehitel-
méssé ei esiinny potenssia (z + %) , on residy pisteessd z = —b/2a nolla. Sama asia voidaan

toki todeta myos laskukaavalla

d b\? 1 d
Res,__ & f(z) = lim — z+4—) ——— | = lim —(1/a)=0.
= 2baf( ) zﬂ—% dz (( 2(1) a(z+2ba)2> zﬂfi dZ( / )

Tama kohta on kinkkisempi kuin edelliset erikoispisteen z = 0 osalta. Piste z = 1 sen sijaan on
ensimmaéisen kertaluvun napa, silla exp(1) # 0, joten edelld esitetyn perusteella

Res.—1f(z) = lﬂ(z -1 f(z) = liﬁm1 exp(l/zz) =e.

Sen sijaan Laurentin sarjan laskeminen pisteen z = 0 ympéristossé ei ole niin yksinkertaista
kuin aikaisemmin. Eksponenttifunktiolle voitaisiin kayttda sarjakehitelmaa

oo

exp(z) = Z %z", (1)

n=0

joka 16ytyy vaikkapa netisté
https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series

Sijoittamalla sarjakehitelmiin z:n paikalle 1/2? saadaan sarja

1 1 1
exp(1/2%) = Z EZ_% =14+22+ 5,2_4 + éz_ﬁ +..., (2)
n=0

mutta tdmé pitéisi viela kertoa i:lla.

Kéytetddn annettua vihjetté ja tarkastellaan funktion kéyttdytymistéd origon ldheisyydessa. Jos
zo = 0 olisi poistuva erikoispiste, pysyisi f rajoitettuna origon aidossa ympéristossd. Jos nyt
kuitenkin annetaan z:n ldhestyéd nollaa reaaliakselia pitkin, jota varten merkitddn z = ¢, niin
saadaan

F) =

Niinpé zo = 0 ei voi olla poistuva erikoispiste.
Jaa jéljelle kaksi mahdollisuutta. Jos zy = 0 olisi kertaluvun n napa, niin f voitaisiin kirjoittaa
muodossa

exp(1/t?) — —oco, kun t— 0.



https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series

joillekin vakioille ¢ # 0 ja ¢ € C. Kun 2z — 0, niin f menisi ddrettémyyteen ldhestytadnpa
nollaa mistd suunnasta tahansa. Jos nyt ldhestytddn origoa imaginaariakselia pitkin, eli kun
z = it, niin

1
fae) = — exp(—1/t*) = 0, kun t— 0.

Edelld todetun perusteella zg = 0 on oleellinen erikoispiste.

Residyn laskemiseen oleellisessa erikoispisteessi ei oikein ole muuta laskentatapaa kuin Lau-
rentin sarjan kaytto. Kehitettamalla Z—il geometrisen sarjan summakaavalla ja kéyttamalla
sarjaesitystd (2) saadaan

— m o 2n _ - m—2n
IOEEDDELD Dt D DD Di- LA
m=0 n=0 m=0n=0
Ainoastaan z~1:114 on residyn kannalta merkitysti, niin valitsemalla m = n — 1 kutakin n > 1
kohti saadaan residyksi

o0

Reszzof(z):—z%zl—Z%zl—e

n=1 n=0
eksponenttifunktion sarjakehitelmén (1) nojalla.
Nimitt#jissi olevan toisen asteen polynomin P(z) = 2242z +k? diskriminantti on D = 4 —4k?,
joten meilld on kaksi tapausta

(i) |k] < 1, jolloin polynomin molemmat nollakohdat ovat reaalisia. Toisen asteen yht&lon
ratkaisukaavasta saadaan polynomin nollakohdiksi

zp=—14+V1—-k% ja 2_=-1—+1—-k%

Koska
—1-vV1-k2<-1 ja —1<-1++vV1-k2<-1+1=0,
N—— N——
>0 <1

on z_ aina joko yksikkdympyran kehélld tai yksikkdympyrdn ulkopuolella. Edelleen, jos
|k| =1, on zx = —1 yksikkdympyran kehélla, ja jos |k| < 1, on z4 yksikkéympyréan sisalla.

(ii) |k| > 1, jolloin polynomin molemmat nollakohdat ovat kompleksilukuja. Toisen asteen
yhtélon ratkaisukaavasta saadaan polynomin nollakohdiksi

zy ==14+ivVkZ -1 ja z_=-1—-iVk2 -1,
jotka molemmat ovat yksikkdympyran ulkopuolella, silld Re(z1) = —1 ja Im(zx) # 0.

Merkitdan yksikkokiekkoa symbolilla D = {z € C : |z| < 1}. Yksikkéympyran sisdpuolella
olevien napojen lukumaééra on

1, kun |k <1,

eh: z= =
#z =) {o, kun [k| > 1.

Edellisen kohdan perusteella polynomilla P(z) on kaksi nollakohtaa, kun |k| # 1, ja yksi nolla-
kohta z4+ = —1, kun |k| = 1. Néin ollen navat ovat yksinkertaisia, kun |k| # 1, ja napa z4 = —1
on kaksinkertainen.

. TR0
Rese=n/12) = 00, )
Otetaan esimerkkind z; = —1 4 /1 — k2 tapauksessa |k| < 1. Ylldolevan kaavan mukaan

— 1 1
Res.—., f(z) = lim = " = =

oz (z—z)(z—22) zp—2z_  2V/1—Kk2

Muut tapaukset voidaan laskea vastaavasti.

Kaksinkertaiselle navalle z;. = —1 residyksi saadaan
. d [(z+1)?
Resaf (9= tin, - ({5577) =0

silla vakiofunktion 1 derivaatta on nolla.



Kootaan edelld todettu yhteen

i72\/11_7, kun |k| < 1,
Resz:zif(z) - 0, kun |]€‘ = ]_,
¥2\/%i, kun |k| > 1.

Merkitaan [ Ztldy = [ z)dx. Teorian mukaan tdmén t inen epéoleellinen integraali
—o0 z4+1 —00 YyPPp p 2

voidaan laskea residyjen avulla kaavalla f_oooo f(x)dx = 27 Zlm( >0 Res f(2), missé pisteet zj, ovat
Z=Zk

eristettyja erikoispisteitd. Tassa tapauksessa erikoispisteet ovat f(z) = Zgg ‘n navat:

g(z)=2"+1=0 & 2=¢GT3) £ =0,1,2,3

Nimittéjalld ja osoittajalla ei selvésti ole yhteisid nollakohtia, joten nimittdjin nollakohdat ovat
funktion f(z) 1. klin napoja. Méaratadn residyt navoissa, jotka sijaitsevat ylemméssé puolitasossa.
Kun 2o = e'T, Im(29) > 0 ja ¢'(2) = 423

h(zg 2o+ 1 et +1
Res f(2) = o) _ o214
z=2z0 q (Zo) 420 de'*a

1. V2 : V2 .
= (it S (-1-0) = =" (L+ (V2 + 1)),

e AT = 16+ ga i) = %(1 + (V2= 1)i).

Koska muut navat sijaitsevat alemmassa puolitasossa, niité ei tarvitse huomioida. Integraalin arvoksi
saadaan

v2

/_z flz)dz = 27 Z Zfiezif(z) = 27 (— S V2

14+ W2+ 1)i) + =1+ (V2 - 1)1))

8
Im(zg)>0
_ o
=
Lasketaan integraali ffooo |H(f)|?df = ffooo Wd f residyjen avulla. Tassd tapauksessa eri-

|2 = Zgjg :n navat:

koispisteet ovat |H(z)

g(z) = 21+ 102 + 9 = 0, merk. w = 2

Sw?+10w+9=0

L, —10£VI00 19 _
_ 5 -

—5 £ 4 jolloin

+3i
r=+y 5Etd= {i.l

1.

Maardtadn residyt navoissa, jotka sijaitsevat ylemméssé puolitasossa. Namé navat ovat zg = i ja
21 = 3i. Nyt ¢'(2) = 423 + 20z, joten residy pisteessi zo =i on

h(zo) 9 9 9.
Res|H (z)|* = = - =——=
Rl = 0y ~ i+ 20~ —ai+20i 16
ja pisteessa z; = 3i

h(z1) 9 9 3.

Res|H(2)|* =

=5 g(z1) 423 +202;  —108i+60i 16



Koska muut navat sijaitsevat alemmassa puolitasossa, niita ei tarvitse huomioida. Integraalin arvoksi
saadaan

/ [H(f)Pdf =2mi Res f(2) = 2 <—1961 + 1361)

- Im(zr)>0
37
4
Koska 2|H(0)|> = 2, niin
3
Weqg = —.
1 8
Sijoituksella z = e alkuperiinen reaalinen integraali muuntuu yksikkdympyrin C yli otetuksi

kompleksiseksi kayraintegraaliksi. Kirjoitetaan

S i —i60 _ 1 _71_22_1
bln9—2i(e e )—2i(z 2N =

2iz

vihjeen mukaisesti. Lisiksi dz = ie'?df = izd#, eli df = % Annettu integraali voidaan siis kirjoittaa
muodossa

/ dz / 2iz q / 2 d
—_—— = —_—A = _—dz.
ciz(2+ Z;i;l) o 12(22 +4iz — 1) o 22 +4iz—1

Lasketaan nimittdjin nollakohdat:

_4i+ JADZ 14
' 2( DR

224 4iz—1=0< 2=

Loydettiin siis kaksi yksinkertaista napaa, joista ainoastaan (v/3 — 2)i on yksikkéympyrin sisélli.
Residylauseen mukaan

2 2 47 2w

—————dz =27i-Res__ J(z) =2mi—— ===
21 4iz — 1 z=(V3-2)i 22 + 4i l.=(v3-2)i

cF Az —1 z44il=(v3-2)i 23 V3

merk.

= f(»)
"kétevan laskukaavan” nojalla.

Maaritelman mukaan Fourier-muunnnos on

F(a) = / #e_i”dx.

—oo (L +22)2

Lasketaan muunnos residylaskun avulla. Sitd varten pitdd laskea funktion f navat. Nyt nimittdjan
tekijéiden jako on helppo ja saadaan

1

&= e

Kaytetdan luentokalvojen viikon 6 Lausetta 5, jonka mukaan riittdéd tarkastella ainoastaan ylem-
méssé puolitasossa olevia napoja. Koska z =i on ainoa ylemmén puolitason napa ja sen kertaluku

on kaksi, niin
. d e—iaz
_ 1\2,—iaz -
((Z i) f(z)) 2=i dz ((z+i)2>

Rese™ " f(z) = %
e—iaz e—iaz
( MEENE <z+i>3>

z=i

z=i
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Residylauseen mukaan

F(a )—27r1Rese 9z f(z) =~ (~a+1)e” g(|a|+ e ld kuna <o0.

T
2
Koska f on parillinen ja reaalinen, my6s sen Fourier-muunnos on parillinen ja reaalinen, joten

F(a) = = (la| + 1) e~ !9, kun a > 0.

il
2
Edellisten perusteella

F(a) = 5 (la] + 1) e

m
2
kaikilla a € R.
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