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Harjoitus 5, ratkaisut

Harjoitustehtavit

1. Nyt limRe z, = 2 ja lim|Im z,| = lim L =0, joten limIm z, = 0 ja edelleen lim z, = 2.
n—0 n—0 n—0" n—0 n—0

—arctan(s35), n=1,3,5, ...
Luvun z, argumentin padaarvo Arg z, = 52”2)

arctan(z), n = 2,4,6, ...
Nyt liIrBArg zn, = —arctan(0) = 0, kun n on pariton ja liIr%)Arg z, = arctan(0) = 0, kun n on

n—r n—

parillinen, joten jokaiselle ¢ voidaan 16ytdaa sellainen n, ettd |Argz — Argz,| < e. (Parittomien n:n
arvojen mukainen jono ldhestyy 0:aa negatiiviselta puolelta ja parillisten positiiviselta puolelta).
Luentoesimerkissé raja-arvoa ei ollut, koska ldhestyttava piste oli eri parillisille ja parittomille n:n
arvoille.

2. a) Sijoittamalla z = ¢!® geometrisen summan kaavaan
N—-1 N

sz:1+z+22++ZN71:1_72
o 1—-=2
saadaan
) i ) ) 1 eids Cei20 Gi20 _ o—i28
iwt i(wt+44) i(wt426) i(wt436) _ iwt _ Liwt
e te +e te TOOH T8 T G2 ei0/2 _ o102
_ Llwt Sln(25)
N sin(§/2)’
joten
sin(26) sin(24)
t) = Re [ —~——=el(@i430/2) ) — 271 t+30/2).
f(t) = Re <sin(6/2)e sin(a/2) oSt +30/2)
Merkitadn
sin(20)
R(0) = ——= 1
Q sin(6/2)’ (1)
jolloin amplitudi on
A(6) = |R()] (2)

Amplitudin maksimiarvo voidaan katsoa vaikkapa funktion R(J) kuvaajasta, josta ndhdéén,
ettd maksimi on 4 ja se saavutetaan, kun viive on § = 0. Tésséd arvo nollassa voidaan laskea
raja-arvona d — 0. Toinen tapa on erottaa tapaukset § =0 ja § # 0. Kun 6 = 0, niin

f(t) = Re4e'! = 4cos(wt).
Tapaus d # 0 on kisitelty edell4.

4

Kuva 1: Funktion R(§) kuvaaja yhden jakson yli, josta ndhddéan, ettd amplitudin maksimi on 4.



Asriarvo voidaan laskea my6s normaalilla ddriarvotarkastelulla. Kayttamalld kaksinkertaisen
kulman kaavoja saadaan

_ 2sin(6) cos(d)  4sin(6/2) cos(5/2)(2cos?(6/2) — 1)
R(9) = sin(6/2) sin(6/2)
=4c0s(6/2)(2cos%(5/2) — 1), 0 # k.

Jos ylld merkitddn y = cos(d/2) ja tarkastellaan ddriarvoja valilla [0, 1], ndhd&én, ettd maksi-
miarvo on 4 ja se saavutetaan, kun y = cos(6/2) = 1, eli kun § = 0.
Kuvasta 1 nikyy, ettd funktio R(J) saa my0s negatiivisia arvoja. Koska amplitudi on funktion
R(9) itseisarvo, ndhdéén, ettd vaihekulma ¢ riippuu funktion R(J) merkistd. Kun R(4) < 0,
niin f voidaan kirjoittaa muodossa
f(t) = R(9) cos(wt + 35/2) = —|A(d)| cos(wt + 36/2) = |A()| cos(wt + 35/2 + =),
silld — cos(x) = cos(x + ) kaikilla z € R. Tamén perusteella f(t) voidaan kirjoittaa muodossa
f(t) = A(9) cos(wt + @),
missa
38
2 kun R(d) > 0,
6=00)=1 3 "
S+, kun R(0) <0,

sekd R ja A on maédritelty kaavoilla (1) ja (2).
Olkoon nyt

fi) = i Ay, cos(wt + )

k=0
edellyttien, ettd sarja suppenee. Jos |Ax| < Ck™%, missd « > 1, niin sarja suppenee itseisesti,
silla

Z | A cos(wt + 65| < Z |Ag| < C’Zk*‘" < 0.
k=0 k=0

k=0
Jos taas a < 1, niin yleisesti sarja ei suppene itseisesti. Esimerkiksi, kun §;, = k27 ja A, = k¢,
niin

f(t) = cos(wt) ikz*“ =00, a<l.
k=0

Taméan voi laskea kahdella eri tavalla.
Tapa 1: Geometrisen sarjan summakaavan

o0

1

—— =) W jw| <1,

1—w
k=0

avulla saadaan

1 11 L P < S

F6) = s = 1o — T = T i = e = =0l <.

k=0 k=0

Tastd ndhdédan, ettd suppenemisside on 1.
Tapa 2: Koska f on analyyttinen origossa saadaan

/ _ -1 " 2) = 2 _ 2(_1)2 n) () =
f'(z) = (i+2)2’ O (i+2)3 (i+z)3""’f( () =

ja edelleen sijoittamalla z = 0 saadaan Taylorin sarjaksi

A o~ (—1)*K! o 2 S
fo =3 k!( )(Z*())’CZZ(W)%, N P ST
k=0 k=0 k=0

k=0

(=1)"n!

silld i2 = —1. Saatiin siis sama tulos kuin ensimmaiselld tavalla kuten pitddkin. Suppenemisside
on selvisti 1, silld z*:n kertoimen itseisarvo on aina vakio 1 kaikilla k. Siten suppenemiskiekko
on yksikkokiekko D :=D(0,1) = {z € C||z| < 1}.



Kaivetaan alkeisfunktio sarjakehitelmésta kdyttdmaéalld geometrisen sarjan summakaavaa seu-

raavasti
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Kyseessé on siis sama funktio kuin a)-kohdassa, vaikkei ensisilméykselld siltd ehken naytakaén.

Suppenemisside R voidaan laskea osaméératestilld. Sitd varten merkitddn a, = — (5) + ,
jolloin
i n+1
a (i
R = lim | = lim <?) | = lim (S =2
n—00 | Gpy1 n— 0o (%)" n—oo | 1

Sama asia voidaan perustella myos geometrisesti lopputuloksesta, silld sarjakehitelmén keski-
pisteen i etédisyys lahimmaésté ja ainoasta “pahasta pisteestd” —i, joka on nimittdjén nollakohta,
on 2.

Siten suppenemiskiekko on D(i,2) = {z € C| |z — i| < 2}.

Kéaytetdan geometrisen sarjan summakaavaa ja kirjoitetaan H(z) muodossa

o oo

1 1 1 1
H = = — - — _ A\ — _177,n—17 < 1.
R e Rt D DICU LD B L
Tehdéén indeksinvaihto n — 1 = —k, jolloin siirtofunktio voidaan kirjoittaa muodossa
1
AG= Y (0= Y aw)
k=—o0 n=—oo
josta voidaan lukea impulssivaste
h(n) = (1)1 kunn.: —00,...,—2,—1,0,1,
0, muulloin.

Kun |z| > 1, on |z~ | < 1. Kehitetddn nyt H(z) z:n negatiivisten potenssien mukaan eteneviksi
sarjaksi seuraavasti

_ _ k k —k _ k_—k—2
H(z)—;ﬁ—;i D=5 (1 => (-1
k=0 k=0 k=0
— Z( )k —(k+2) _ Z h —n
k=0 n=-—oo

josta voidaan lukea impulssivaste

-2k =2,3,4,...
h(n) — ( ) ) un n ] ) ) ) b
0, muulloin.

olevana rationaalifunktiona f on analyyttlnen kaikkialla muualla paitsi n1m1tta3an nollakohdissa
z =0 ja z = 4. Laurentin sarjaa varten kirjoitetaan f muodossa
1 z+1
Z) = ——x )
() = =g

z

silld (z —4)3 on jo valmiiksi hyvé termi sarjakehitelmii ajatellen. Nyt meilld vain tdytyy 16ytia
sarjaesitys jalkimmaiselle osamaéréalle pisteen zg = 4 ympaéristossa. Koska z +— Z'H on analyyt-
tinen pisteen zp = 4 ympéristossé, on silld olemassa Taylorin sarja. Lasketaan Taylorln sarja
geometrisen sarjan summakaavan avulla kehittamalld funktio (2 — 4):n potensseiksi. Saadaan

0o k
z4+1 241 z+1 1 Z+1Z( z—4)

z A+ (z-4) 4 1-(-=%) 4 4




E

241 (-]
= Z 1 (z —4)k.

k=0

Summalauseke itsessdan on oikeaa muotoa. Ainoastaan sen edessa oleva funktio aiheuttaa har-
mia. Se taas voidaan hoidella, kun jarjestellddn osoittajaan termi (z — 4) kirjoittamalla

z+1 (274)+5_z—4+§
4 4 4 4
Edelliseen perusteella
2+l _ o (D) k1 N (D" K
P => (24 + g (2= 4%
k=0

k=0

Erottamalla jalkimmaéisestd ensimmainen termi % ja tekemalld ensimmaéisessd summausindeksin
vaihto k + 1 = [ saadaan

z+1 - (_1)]971 k > 5(—1)k & 5 o (_l)k i
2 :ZT(Z_4) +Z AR (z—4) :Z+Z Ak+1 (z —4)",
silla
(“DFL A= DR (DR s(-D)E (-D)Ee-4) (D
T = 4k + gkl Akt 1 = gkt
Laurentin sarja on siis
b1 3 VST B Y o L
= — — — _ 4
1) 4(z— 4) 4)3 ; 4k+1 4(z—4)3 + ; qk+1 (z—4)",
joka on muotoa
fz)= > arz—4)F, 0<|z—4] <R,
k=—o0
missa
(=DM
e, kun k> =2,
ak =4 3, kun k = -3,
0, kun k < —3.

Suppenemisalueen yliraja R voidaan méaarita laskennallisesti kuten esimerkiksi tehtévéssa 3 b).
Paatelladn téssd sama kuitenkin geometrisesti. Koska nimittdjan nollakohdat ovat z =0 ja z =
4, niin yldraja R on lahimmén ”pahan pisteen” z = 0 etéisyys Laurentin sarjan keskipisteesta
z=4,eli R=4.

Koska sini on analyyttinen kaikkialla, on f analyyttinen kaikkialla muualla paitsi nimittajan
nollakohdassa z = 0. Laurentin sarjan médrdamiseksi kaytetddn hyvéksi annettua sinin sarja-
kehitelméd, jonka mukaan

. (D okt _ N~ (DR
sin(2z) = kzzom@z) k+1 _ kzzomz k+1

Funktion f Laurentin sarja saadaan, kun edellinen jaetaan puolittain z3:lla:

1z) = sin(22) _ i (—1)k22k+l L 2k+1-3

3 |
z = (2k + 1)!
e k 2k+1 3 5
2 sy _ 2 o 22
Z 2]€+1 —ﬂz g—i‘az +..., |Z|>O

k=0



