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Harjoitus 4, ratkaisut

Harjoitustehtavit

1.

Parametrisoidaan parametrin kaari asettamalla z(t) = t+ it? kaikilla 0 < t < 1. Parametriesityksen

avulla integraali [, f(z)dz voidaan esittdéd muodossa f f(=(t))7 (¢)dt.

a)

Nyt C: 2(t) = t+1t2, joten 2/(t) = 14+ 2ti, 0 <t < 1ja f(2(t) = f(t +it?) = (t +it?)% =
t2 — t* + 2t31. Integraaliksi saadaan

/ f(z)dz = /1(t2 —t* 4+ 2631) (1 + 2ti)dt
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Vahemmalla tyolla olisi padsty, jos olisi kiytetty hyvéiksi f:n analyyttisyyttii Nimittéin, koska
f(z) = 2% on analyyttinen, on silli integraalifunktio F(z) = Sz Integraalifunktion avulla
integraaliksi saadaan
/f F(1+41)— F(O):1(1+i)3:—g+gi.
3 3 3

Nyt analyyttisyytta ei voida hyodyntéé, joten ei ole muuta mahdollisuutta kuin laskea integraali
parametriesityksen avulla. Tissd tapauksessa f(z(t)) = |z(t)|> = z(t)? + y(t)? = t2 + t* ja 2/ ()
on kuten a)-kohdassa, joten
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i polku C

Kuva 1: Tehtévin 1 polku



Samalla tavalla kuin tehtéivissd 1 voidaan todeta, ettd parametriesityksen avulla integraali [, f o f(2)dz

voidaan esittdd muodossa fa f(2(0))2'(9)d0. Ympyrdan C erds parametriesitys on z(f) = 1 + e‘e,
0<0<2m.

—  \2 . . .
a) Téssd kohdassa f(z(9)) = (z(@) - 1) = (1+e 9 —1)2=e7129 ja 2/(0) = ie!?, joten

2 2m
/ (z—1)%dz = / e 205l p = / ie=1%dg
c 0 0

silld e* on 2mi-jaksollinen.

b) Nyt f(2(0)) = (2(0) — 1)? = (1 4+ — 1)2 = '?? ja 2/(0) = ie'?, joten
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Molemmissa tapauksissa saatiin sama lopputulos, vaikka integroitavat funktiot ovat hyvin erilaiset,
vaikkakin ndennéisesti ovat lihes samanlaiset. Kohdan a) funktio ei itse asiassa ole analyyttinen
missadn, silld g(z) = Z el ole analyyttinen missdén. Sen sijaan b)-kohdan funktio on analyyttinen
kaikkialla. Ensimméisessd kohdassa emme voi yhden kéyridintegraalin perusteella vetdd johtopaa-
tostd integraalifunktion olemassaolosta. Jos olisimme valinneet kiyréiksi yksikkdympyrin z = e'?,
niin olisimme saaneet nollasta poikkeavan lopputuloksen, miké olisi poissulkenut mtegraahfunkmon
olemassaolon luentoviikon 4 Seurauksen 1 mukaan.

Toisaalta b)-kohdassa selvéstikin F(z) = %(z — 1) on funktion f(z) = (z — 1)? integraalifunktio,
joten

| ) = Peem) - Fe(0) =0

silld kéyréd on sulkeutuva.

Tissi tapauksessa C : z(0) = €%, 2/(0) =i, 0 <0 <7 ja
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Cauchyn lauseen mukaan fC g(z)dz = 0, jos g(z) on analyyttinen sulkeutuvalla kéyrallda C' ja sen

sisdpuolella. Toisaalta Cauchyn kaavan mukaan g(") (20) = 955 f c (zz(ﬁdz kun zp on C'n sisalla.
Pyritddn saattamaan integroitava funktio jompaan kumpaan ylld olevista muodoista. Sitd varten
taytyy selvittdd funktion f navat.

a) Koska f on supistetussa muodossa oleva rationaalifunktio, on se analyyttinen kaikkialla muualla
paitsi nimittdjan nollakohdissa. Nimittdjan nollakohdiksi saadaan

241=0& 2z =4+i.

Koska f on analyyttinen C':n ja sisuksen sisédltdvissad alueessa, kunhan vain nimittédjén nolla-
kohdat on jatetty alueen ulkopuolelle, niin Cauchyn lauseen mukaan integraali havida.



Tassd voidaan kdyttdd myos integraalifunktiota, mutta tdmé tapa ei ole yleisesti suositeltava,
silla tamé on herkka vadrinymmaérrykselle. Nimittain,

F(z)= %log(z2 +1)

on f:n integraalifunktio, kun logaritmin haara valitaan sopivasti. Huomaa, ettemme esimerkiksi
voi valita pddhaaraa, silld C kulkee negatiivisen reaaliakselin, joka on pddhaaralla leikattu pois,
poikki. Sen sijaan voimme leikata kompleksitason auki vaikkapa imaginaariakselin suuntaisella
puolisuoralla, joka kulkee pisteestd i dédrettomyyteen ico. Koska nyt C' on sulkeutuva kayra
haaralla, jossa integraalifunktio on olemassa, haviaéd integraali.

Tassd tapauksessa nimittdjin ainoa nollakohta on z = 1, jolloin f voidaan kirjoittaa muodossa
z
z) = ——.

Taméa muoto antaisi vihié, ettd Cauchyn kaava voisi olla hyddyllinen. Nyt siis f:1l& on erikois-
piste integrointialueen siséll.

Jaetaan polku kahteen osaan C' = C71UC5, missé C; on lemniskaatan oikean puolen silmukka ja
C5 vasemman puolen silmukka. Piste z; = i on ainoa C':n sisilla oleva erikoispiste. Sovelletaan
nyt Cauchyn kaavaa valitsemalla siind n = 1. Sitd varten kirjoitetaan f muodossa

f(z) = (Zgizi)z, missd  g(z) = z.

Koska g(z) on analyyttinen Cy:ssé ja sen sisdpuolella, niin Cauchyn kaavan mukaan

; f(z)dz = /C (zg(zi)QdZ =27i-g¢'(1) = 27i- 1 = 2mi.

Integraalille C5 sen sijaan voidaan kayttdd Cauchyn lausetta, silld ainoa erikoispiste z = 1 on
Cs:n ulkopuolella. Siten

f(z)dz = f(z)dz = 0.
Cs Cs

Y114 siirryttiin Cy:n vastapolkuun —Cj, silld Co:n kiertosuunta on myo6tdpaivaan.
Laskemalla edelld saadut integraalit yhteen saadaan integraaliksi

/ f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz = 2714+ 0 = 27i.
C Cy Ca

Lasketaan ensin integroitavan funktion navat:
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Muodostetaan tdmaén jalkeen OMK:

4z A B (A+ B)z —iA+ 3iB

221 22+3 2+31 z—1i 22+ 2iz+3

A+B =4 A =3
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Integraali voidaan siis kirjoittaa muotoon

7 :/ 4zsin(z) & _/ 3sin(z) n sin(z) &
\ \

=2 22 +22+3 7 Jm 2431 z—i

:/ 3sin(z:)dz+/ sin(z‘)dz'
|z|=2 z+3i |z|=2 zZ—1




Ensimmaéisen integraalin arvo on 0, silld sen integrandin napa on integroimistien rajoittaman alu-
een ulkopuolella ja 3sin(z) on analyyttinen ko. alueessa. Cauchyn kaavan mukaan jalkimméiisestd
termistd saadaan (f(z) = sin(z) ja 29 = 1):

I:/ sin(z')dz
jol=z %~ 1

1, .. -
= 2risin(i) = 27i - (e —e ™)

271'(6_1—8). 1

Kun zp on integroimistien C' rajoittaman alueen bisépuolella integraalin arvo voidaan méérittéé

kéyttamailld Cauchyn kaavaa derivaatalle: f(™(z) dz. Kun merkitdén [, < o ~dz =

27r1 fC (z— zo n+1
Jo %dz, huomataan, etté tissi tapauksessa f(z) = e?*, 2o = 0, n = 2 ja fP(2) = 4e*. 2
on sulkeutuvan integroimistien sisilla, joten integraalista saadaan

= 2 0
C 23 2'



