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Harjoitus 3, ratkaisut

Harjoitustehtavit

1.

a)

Kéytetaan yhdistetyn funktion (g o h)(z) = g(h(z)) derivoimissaantoa
(goh)'(2) = g (h(z))W(2)

funktioille h(z) = 1 — 422 ja g(z) = 2*. Derivaataksi saadaan
f(z) = —242(1 — 42*)%

Tama voidaan laskea kahdella tavalla. Ehkédpé luonnollisin tapa on kédyttdd derivaatan méaéri-
telmé&a

iy Sz h) — f(2)
F(z) = Jim h '
Jos ylla erityisesti valitaan h € R ja merkitddn f = u + iv, niin saadaan

f/(Z) = UI(I, y) + i’Um(Z, y)a
missé u, ja v, tarkoittavat funktioiden u ja v osittaisderivaattoja reaalimuuttujan x suhteen.
Koska nyt

u(z,y) = e * (zsiny — ycosy)
ja
v(z,y) =e ¥ (ysiny + x cosy),
niin tulon derivointikaavalla saadaan
Uy (z,y) = —e Txsiny + e Tsiny + e Ty cosy
ja
ve(x,y) = —e Pysiny — e xcosy + e 7 cosy.
Siten
fl(z) = —e “xsiny+e “siny+e “ycosy +1i (fefzx cosy +e Fcosy —e Tysin y) .

Toinen tapa on péadtelld "ohtaluulla” f:n lauseke z:n funktiona ja kidyttaéd tunnettujen funktioi-
den derivointikaavoja. Sitd varten kirjoitetaan f muodossa

f(2) = —ye ™ (cosy — isiny) + ize™® (cosy — isiny) = —ye e ¥ +ize®e Y,

missé kédytettiin Eulerin kaavaa e¥ = cosy + isin y. Edellisestd saadaan
f(z) = —ye % +ize " =ize %,

jonka derivaataksi saadaan tulon derivoimissdannolla
f(z) =i —ize " =i(z — 1) 7,

joka on luonnollisesti sama kuin aiemmin laskettu, mutta hieman ndtimmaéssd muodossa.

Koska f(z) on moniarvoinen, ei derivaatta ole jarkeva kisite, ellei kiinnitetd haaraa. Kirjoitetaan

w = z'/2, jolloin w? = z ja eksponenttiesityksen avulla saadaan kaksi vaihtoehtoa:
. Arg(z) . i Arg(Z)+ . Arg(z)
w = |z|Y/%e! "3 tai w = |z|'/%e (B 4m) _ —|2| /2673

Molemmissa haaroissa jokaista 0 # z € C kohti 16ytyy tasan yksi w € C, jolle w? = z, eli
g(z) = 2% on funktion f(z) = z'/? kiiéinteisfunktio. Télléin kisnteisfunktion derivoimissiinnon
mukaan

f'(z : g(w).

()= 7o, 2= (w)

Koska ¢'(w) = 2w = 22'/2, niin juurifunktion derivaatta on
1

f’(z)zm

molemmissa haaroissa. Koska nelidjuurifunktio = — x'/2, z € R, ei ole derivoituva nollassa, ei
juurifunktio f(z) ole derivoituva origossa z = 0.



Kéytetaan hyviksi luentojen tulosta (luentoviikon 3 Lause 4), jonka mukaan funktiolla

f(z) = [ +1y) = u(z,y) + iv(z,y)

on derivaatta pisteessd zg € C, jos ésittaisderivaatat u,,uy, v, vy ovat jatkuvia pisteen zy ympéris-
tosséd ja Cauchy-Riemannin yhtélot

Uy = Vy, Uy = —Ug

toteutuvat pisteessé zg.

a)

Nyt
u(z,y) = Ref(z) = 2® + 3zy* — 3z ja w(z,y) =Imf(2) =y + 32%y — 3y,

jotka ovat selvisti (ddrettomén monta kertaa) jatkuvasti derivoituvia ja osittaisderivaatat on
helppo laskea:

u, = 3% 4+ 3y* — 3, Uy = 6y
Uy = 3y? + 322 — 3, —v, = —6xy,

mistd ndhddan, ettd Cauchy-Riemannin yhtélo u, = v, toteutuu kaikkialla. Vastaavasti Cauchy-
Riemannin yhtél6 u, = —v, toteutuu, kun zy = 0. Tamén perusteella molemmat yhtalét ovat
voimassa tdsmaélleen silloin, kun « = 0 tai y = 0, eli funktiolla f on derivaatta reaali- ja imagi-
naariakselilla.
Funktio ei kuitenkaan ole analyyttinen missdén, silla esimerkiksi millekddn z-akselin pisteelle
ei 16ydetd ympéristod; esimerkiksi e-sateistd @ = = 4 i0-keskistd palloa

B(z) ={z€C||z —z| < €},
jossa f olisi analyyttinen olipa € kuinka pieni tahansa (yksiulotteiselle suoralle on paha mahdut-
taa kaksiulotteista kiekkoa). Vastaavasti ndhdéén, ettei f ole analyyttinen myoskddn imaginaa-
riakselilla. Akseleiden ulkopuolella taasen f ei ole analyyttinen, silld se ei ole edes derivoituva
x- ja y-akselin ulkopuolella.
Imaginaariakselilla z = 0, joten sen kuvajoukko on

f(2)=fO0+iy) =0*4+3-0-4>—3-0+i(y> +3-0% -y —3-y) =i(y> — 3y).
Koska funktio y — 3> — 3y saa kaikki reaalilukuarvot, on kuvajoukko uv-tason imaginaariakseli.
Nyt u(z,y) = 322 + 2 — 3y? — 1 ja v(z,y) = 6xy + 2y, joten Cauchy-Riemannin yhtiléiden
mukaan on oltava

Uy =62 +2=06x+2=vy, Ja uy=—6y=—u,,

jotka toteutuvat kaikkialla. Néin ollen f on derivoituva koko kompleksitasossa C ja on siten ana-
lyyttinen koko C:ssé. Tallaista funktiota, jolla on derivaatta kaikkialla, sanotaan kokonaiseksi
funktioksi.

Koska 22 = 22 — % + 2xyi, niin ryhmittelemélld termeji sopivasti nihdiéin, ettd kyseessd on
itse asiassa polynomi f(z) = 322 + 2z — 1.

Imaginaariakselin kuvajoukoksi saadaan vastaavalla tavalla kuin a)-kohdassa

f(z) = f0+iy) = —3y* — 1+ 2ui,
eli kyseessd on paraabeli, jonka voi piirtdd esimerkiksi parametricplot-toiminnolla vaikkapa
WolframAlphalla tai jollakin muulla ohjelmistolla tai laskukoneella.

. . . 2 2 . . . . .
Funktio u(z,y) on harmoninen, jos % + 277; = 0. Nyt osittaisderivoinnit ovat suorastaan nauret-

tavan helppoja :), mutta lasketaan ne silti

ou &%u
or YT o2
ou &%u
—_— = ]_ - — U.
By z+1, B 0

Laskemalla osittaisderivaatat ug, ja u,, yhteen ndhdéén, ettd u on harmoninen kaikkialla. Silld
on siten koko kompleksitasossa olemassa harmoninen konjugaatti v, joka on analyyttisen funktion
f = u + iv imaginaariosa.



Cauchy-Riemannin yhtdlét ovat voimassa analyyttisille funktioille, joten on oltava
Uy =y — 1 =wv,.

Integroidaan saatu esitys vy :lle y:n suhteen, jolloin saadaan

v(w,y) = /vy(%y)dy = %zf —y+ (),

missd "integrointivakio” voi olla nyt z:n funktio, jota merkittiin :114. Osittaisderivoimalla saatu v

muuttujan z suhteen ja sijoittamalla derivoinnin tulos toiseen Cauchy-Riemannin yhtaléén u, = —v,
saadaan

Il 1
vy =¢ () = -z —1 éf ga(a:):fia?—erC, CeR.
Edellisen perusteella

1 1
f(m+iy)ZU(:ay)Jriv(:v,y)=xy—:c+y+i<y2—x2—y—x+0),

2 2
josta itse asiassa nihdédin, ettd kyseessd on z:n funktio f(z2) = —%iz2 — (14+1)z +iC, jonka olisi

saattanut riittdvan vahvoilla matemaagisilla silmélaseilla péaatelld jo annetusta u:n lausekkeesta.

Kuvauksen konformisuus on méaéritelty viikon 3 luentokalvoissa Méér. 3:ssa. Tutkitaaan nyt funk-
tiota f(z) = 22 pisteessi 29 = 1 + 2i kiiyrien ¢1(t) = 1 + it ja co(t) = t + 2ti avulla. Piste 2y on
molempien kiyrien piste, silld ¢1(t1) = ¢1(2) = 1+ 2i ja ca(ta) = c2(1) = 1 + 2i. Kéyrit(suorat) siis
leikkaavat tésséd pisteessa.

Olkoon
di(t) = fler(®) = (et = (A +it)2=1+2i —t* =1 > + 2t ja
do(t) = f(ca(t)) = (c2(t)?) = (t + 2t)? = % + 4t%1 — 442 = —31% + 4¢%i.

Lasketaan kéyrien c; ja co sekéd kuvausten dy ja ds derivaatat:

() =1,

ey (t) =1+ 2i,
dy(t) = —2t +2i ja
dy(t) = —6t + 8ti.

Tutkitaan kuvauksen venytystéa r ja kiertokulmaa 6 pisteessé zg. Piste zg on kiyran ¢ (t) piste, kun
t = 2. Talléin d}(2) = —4 + 2i,

|d1(2)] = V(-4)2 + 22 = 2V5 = 1|ci(2)| =7 ja

2
arg(d}(2)) = arctan (4) +7+ k2 = g + k2m = arg(c}(2)) + 0

@9—7T+ t 2
—2 arctan 1 .

Piste zg on kiyrdn co(t) piste, kun ¢t = 1. Talloin dy(1) = —6 + 8i,

ldy(1)] = \/(—6)% + 82 = 10 = 2v/5 - V5 = r|c)(1)] ja
arg(dy(1)) = arctan (_86> + 7+ k27

2 2
= arctan (1> + g + arctan (4> + k27 = arg(ch(1)) + 0

Konformisuutta koskevat ehdot siis tdyttyvéit néille kahdelle suoralle pisteessé zg, silld venytys ja
kiertokulma ovat samat. (Kuvatut kiyrit ovat derivoituvia pisteessé zp)



6.

a)

Luentojen Lauseen 4 mukaan, jos f on analyyttinen ja f’(zp) # 0, niin f on konforminen

pisteessd zg. Tutkitaan Joukowskin funktion f(z) = f(z+iy) = 2 +iy+ wiiy =a+ =1 +i(y—

ﬁ) analyyttisyys C-R:n yhtéléiden avulla. Nyt siis u(z,y) = =+ %er“ v(z,y) =y— 12717427
ou 14 1 222
or 2?4y (2 +y?)?
2 2
Yy —x ov .
=1 P

MEEEER T

ou 2y v

oy (@+y?? ox

joten funktio on analyyttinen (osittaisderivaatat jatkuvia alueessa 2).
Tutkitaan Joukowskin funktion derivaattaa:

1
f’(z)zl—z—zzO & 2=+l

Joukowskin funktio on siis konforminen kaikkialla alueessa €2, paitsi pisteissd z = +1.

Varaus liikkuu kompleksisen potentaalifunktion f(x +iy) = u(z,y) + iv(x, y) médradamén vir-
tausfunktion v(z,y) tasa-arvokéyrid pitkin. Edella tutkittiin, ettd Joukowskin funktio on ana-
lyyttinen ja f'(z) #0, z € Q, z # £1. Virtausfunktion tasa-arvokiyrit ovat nyt

Yy

YY) =y— - =d, dE€R,
W) == s
eli varaus liikku pitkin kéyria

22 + 42

0

-0.5

.
Wil

Kuva 1: Virtausfunktion tasa-arvokayri

Yleisesti funktio kuvaa alueen reunan kuvajoukon reunaksi. Yksikk6ympyran jokainen piste z
voidaan kirjoittaa muodossa z = €l = cos 6 + isin 6.

Lavennetaan rationaalifunktio f sen nimittdjin 1 + z konjugaatilla 1+ 2 = 1 + Z, jolloin f
voidaan saattaa perusmuotoon

11—z (1+2)(1-2) 1+z7—2—]z 2y ) 1—a? —y?
f(z) =i =1 - 1 - = +1- .
1+z (1420142 14+z+z+[22 1+2z+22+y? 1+22+ 22 +y?
=u(z,y) =v(z,y)

Kun |z| = 1, saadaan
.—2i-Im(2) sin 6 0

1
1(z) = 2T 2Re(z) 1+ cosf’ ==
Yksikkéympyran ylemmaélld puolikkaalla 0 < 6 < «. Piirtdmaélla kuva vaikkapa WolframAlp-
ha:lla ndhdaén, ettd kuvajoukko on positiivinen u-akseli. Vastaavasti ndhdéan, ettd yksikkoym-
pyran alemman puolikaaren kuvajoukko on negatiivinen wu-akseli.
Niinpé kuvajoukossa alemman puolikkaan reuna-arvo ¢ = 1 vastaa reuna-arvoa 1 negatiivisella
u-akselilla ja reuna-arvo ¢ = 0 vastaa reuna-arvoa 0 positiivisella u-akselilla.

= cosf +isin 6.




Koska logaritmifunktio on analyyttinen ylemmaéssé puolitasossa, ovat sen reaali- ja imaginaa-

riosa harmonisia funktioita. Sama asia voidaan todeta myos raa’alla derivoinnilla, mista pitaisi

tulla Ugy + Uyy = Vag + Vyy = 0.

Ylemmén puolikaaren S; kuvajoukko on positiivinen u-akseli, jolloin Arg(w) = 0 ja siten
g(w) =logw =Inwu, u>0,

eli reaaliosa on Inwu ja imaginaariosa on 0. Imaginaariosa on juuri mitd pitddkin reuna-arvoa

koskevan vaatimuksen kannalta.

Alemman puolikaaren S_ kuvajoukko on negatiivinen u-akseli, jolloin Arg(w) = 7 ja siten
g(w) =logw = In|u| + im.

Nyt imaginaariosa on vakio 7, miké ei ole se mitd haetaan, mutta ongelma ratkeaa, jos logarit-
mifunktio skaalataan tekijalla 1/m.

Edellisen kohdan perusteella funktio

1 1 v
g(w) = ;Arg(w) = ;arctan (E)

on haettu ylemmaéssd puolitasossa harmoninen funktio, joka saa vaaditut reuna-arvot. Téssé
arkustangentin haara kiinnitetdén niin, etté se saa arvoja vililla (0, 7). Koordinaattifunktioiden
u ja v riippuvuus x:sté ja y:std laskettiin jo a)-kohdassa, joten haettu sdhkostaattinen potentiaali

on
1 17x27y2

— —arctan [ —— | .

d(z,y) —arc an( % )

Tasapotentiaalikdyrit 16ydetadn muokkaamalla yht&lod ¢(x,y) = ¢ seuraavasti
1 1—a? —y? 2 2 2 2
—arctan —y ) =c¢® 1—a° —y* =2tan(wc)y & x° + y* + 2tan(wc)y = 1,
T Y
joka edelleen nelioon taydentamalld saadaan muotoon
1
2 2 2 2 2 2
2t t =14t & t =
z° + 1y~ + 2tan(wc)y + tan*(mwe) + tan®(we) & 2 + (y + tan(wc)) cos2(mc)

eli kyseessd on ympyrian yhtilo. Tasapotentiaalikiyrit ovat siis ympyroita (jotka kulkevat pis-
teiden (£1,0) kautta).



