Kompleksianalyysi, syksy 2021

Harjoitus 2, ratkaisut

Harjoitustehtavit
1. a) Logaritmin méaritelmin mukaan logw = In|w| + iarg(w), joten on luontevaa kéyttda ekspo-
nenttiesitysti téssi tapauksessa luvulle w = /5 — 2, joka on positiivinen reaaliluku. Siten

|w| = /5 — 2 ja arg(w) = 0 + k27, k € Z. Yhtilon ratkaisuksi saadaan
e = (V5 — 2)e"?™ |log()
iz = log((v/5 — 2)er™)
iz = In(V5 — 2) + k2ni
z=k2r —iln(v5 —2), k € Z.

b) Eulerin kaavojen mukaan sin(z) = - (e!* — 7). Niin ollen yhtil saa muodon
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w? + 4w —1=0.
Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla saadaan wy = —2+ V5. Tapaus wy = —2+ /5 saadaan
suoraan a)-kohdasta. Tapaus w_ = —2 — /5 on muutoin sama silli erotuksella, ettd nyt w_ on

negatiivinen reaaliluku, jolle |w_| = v/5 4+ 2 ja Arg(w_) = 7.
Edellisen ja a)-kohdan perusteella ratkaisuiksi saadaan

zy = —ilog(zy) = k2r —iln(v5-2) ja z_ = (2k+ 1)1 —iln(vV5+2), keZ
2. a) Nytii=L1 = % = =. Merkitééin z = V-1l jaw = —1= el™. Nyt siis 22 = [z]%e!3% =
32 ; -
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b) Olkoon z = 2+ 2V/3i. Nyt |2| =4 ja arg(z) = 5 + k2, k € Z. Téllsin
log(2 + 2v/3i) = log(4e!(3TF2m))
= In(4) 4 log(e!(3 TF2m)
— In(4) + i(g +kor), k € Z.
Padarvo (k = 0): In(4) +i(%).
¢) Kiytetasn hyviksi kompleksiluvun eksponenttiesitystd. Olkoon z = 1 —1i = /2eH(F+k27)
Talloin
(1 — i) = (elost=Dyi
— pilog(1—i)
_ pilog(V2e (TR
_ eim(ﬁ)ﬂlog(e*“%*“”)

_ eiln(\/i)+g+k27r’ keZ.



3. Merkitadn z = x + iy, jolloin z = x — iy.

a)

Lavennetaan nimittijin konjugaatilla z + 1 =z + 1, jolloin f voidaan kirjoittaa muodossa
1 z+1 z+1

1@ =37 = G+1)(E+1) |22 +2Re(z) +1
koska 2z = |z|? ja z + Z = 2Re(z). Sijoittamalla ylliolevaan 2z = z + iy, Z = x — iy, Re(z) = z
ja |2|? = 2% + y? saadaan haluttu muoto

z+1 . Y

1(z) = 2 +y?2+2x+1 71x2+y2+2x—|—1’

eli u(z,y) =

ozl N
z24+y242z+1 Ja U(.Z‘, y) T 24242+l

Yksikkéympyrian ylemmaélld puolikkaalla voidaan kdyttdd parametrisointia x = cosf ja y =
sin @, missd 0 < # < . Sama asia voidaan kirjoittaa kompaktimmassa muodossa eksponenttie-
sityksend z = e'?.

Sijoittamalla = cosf ja y = sinf a)-kohdassa saatuun esitykseen saadaan yksikkdympyran
ylemman puolikkaan kuvajoukoksi

£(2) cosf +1 . sin 6

z) = —i

cos2 6 +sin? 0 + 2cosf + 1 cos2 6 + sin? 0 + 2cosf + 1
1+ cosf . sinf 1 . sin#

T 24 2cosf _12+20059 ~ 9 12+2(:ost9'

Kayttamalla sopivalla laskimella parametric plot-toimintoa tai péattelemaélla, ettd imaginaa-
riosa saa kaikki negatiiviset reaalilukuarvot, kun 0 < 6 < 7, ndhdéaén, ettd kuvajoukko on v-
akselin suuntainen, pisteesta (%,O) lahteva puolisuora. Esimerkiksi "nettilaskin” WolframAlpha
suoriutuu piirtdmisestd hyvin.

Reunan toinen osa on z-akselin véli (—1,1), joka voidaan parametrisoida yksinkertaisesti z =
t=1t+40i, —1 <t < 1. Janan kuvajoukoksi saadaan

1 1
t)= —— € (=,00), kun —1<t<l1.
FO) = g € (3:0)
Kuvaan 1 on piirretty yksikkokiekon ylemmén puolikkaan D4 reunan kuvajoukko ja sisépisteen
%i kuvapiste f (%1) = % — %i. Reunan suunnistus on merkitty ndkyviin. Huomaa, ettd alue

ja& reunan vasemmalle puolelle my6s kuvapuolella. Kuvajoukko f(ID) on siis puolitaso, jonka
"nurkkapiste” on (3,0).
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Kuva 1: Funktion f(z) = —1- kuvajoukko f(D,) yksikkokiekon ylemmille puolikkaalle D, .

z+1

Parametrit a, b, ¢, d voidaan ratkaista systemaattisesti matriisialgebran keinoin yhtaloryhmaésta

f(Zl) = W,
f(z2) = wa,
f(z3) = ws,



mutta ratkaistaan parametrit ad hoc-tyyppisesti jarkeileméalld. Piste zo = 0 on hyva ldhtokohta, silla
se antaa suoraan
b
f(ZQ):f(O):azléb:d ja d#0.

Ehto d # 0 seuraa my6s ehdosta ad—be = (a—c)d # 0. Sijoitetaan saatu b = d yhtélsihin f(—1) = —i
ja f(1) =1, jolloin saadaan yhtélopari

Zij =i N a+d = ci+di
:‘Cljr'g = —i —a+d = ci—di

Laskemalla jalkimmaéiset yhtalot puolittain yhteen saadaan eliminoitua a ja voidaan ratkaista ¢ =
—id. Sijoittamalla saatu ratkaisu vaikkapa yhtédloon a + d = ci + di saadaan a = di. Niin ollen
kysytty Mobius-kuvaus on

diz +d d(iz +1) azo iz+1

&) = S rd iy - sl

Jokainen reaaliakselilla oleva piste on muotoa z =t € R, jolloin

1+t

10 =1"5

Koska osoittaja ja nimittdja ovat toistensa kompleksikonjugaatteja, on

1+t
-t

£ ()]

Reaaliakselin kuva on siis yksikkdympyra.
a) Suorallax =1onw=u+iv = (v+iy)? = 2% —y? + 2zyi = 1 — y? + 2yi, joka vastaa uv-tasossa
paraabelia.
b) Kunzy=1,ony=1/zja 2?2 =2>—y*+ 2zy -i=a2?—1/2%+2i. Koska 22+ 1/22 kiy lipi
—_—— =~

=u(zy) =v(z,y)
kaikki reaalilukuarvot, on kuvaaja u-akselin suuntainen suora.

¢) Ympyrin |z—1| = 1 keskipiste on 1 = 1+0i ja side 1. Kdytetddn parametriesitystd x = 1+cos 6
ja y = sin6, jolloin
w= (z+yi)? = 2% —y? 4 2zyi = (1 + cosh)? —sin®H + 2(1 + cos ) sin b - i
Tekemilld toiseen korotus ja kiyttimilli kaavaa sin? @ = 1 — cos? # saadaan
w=2(14 cosf) cosf +i-(2(1+ cosh)sinf) = 2(1 + cos e,

jonka kuvaaja on uv-tasossa kardioidi.

Alueiden kuvat on piirretty Kuvaan 2.
a) Origokeskinen a-séteinen ympyré voidaan parametrisoida, jolloin jokainen ympyréilla oleva piste
z on muotoa z = ae'?, missi a on vakio ja 6 € R. Tallsin
w=u+iv=Logz=In|z|+iArgz =Ilna+if, 6¢€]—m x|

Koska a on vakio, niin kunkin ympyréan kuva on v-akselin suuntainen jana, joka leikkaa u-akselin
pisteessd (Ina,0) ja jonka v-koordinaatti on valilld | — 7, 7.
Erityisesti, kun a = 1, on kuva imaginaariakselilla oleva jana, silld In 1 = 0. Katso Kuva 3.

b) Side voidaan parametrisoida niin, etti jokainen siteelld oleva piste z on muotoa z = re'®, missi
nyt o on vakio ja r € Ry . Talloin

w=u-+iv=Inr+ia.

Koska r € Ry, niin Inr saa kaikki reaalilukuarvot, joten kuvapisteet edustavat uv-tasossa
reaaliakselin suuntaisia suoria, jotka leikkaavat imaginaariakselin pisteessé (0, a).
Erityisesti, kun @ = 0, niin kuvapisteet muodostavat reaaliakselin. Katso Kuva 3.

¢) Kuvasta 3 ndhdéaén, etté siteet ja ympyrit seké niiden kuvat leikkaavat toisensa kohtisuorasti.
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Kuva 2: Tehtédvin 5 kuvajoukot.
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Kuva 3: Logaritmifunktion kuvia ympyréille ja séteille



