Kompleksianalyysi, syksy 2021

Harjoitus 1, ratkaisut

Harjoitustehtavit

1.

Merkitéaén w = 1 + v/3i, jolloin z = w?.

a)

Kompleksiluvun z reaaliosa, imaginaariosa ja itseisarvo voidaan selvittdd joko suorittamalla
potenssiin korotus tai kdyttdmélla joko napakoordinaattiesitysté tai eksponenttiesitystd. Tar-
kastellaan tdsséd napakoordinaattiesitystd. Sitd varten lasketaan ensin w:mn itseisarvo |w| =

12 + (/3)2 = 2, joten w voidaan kirjoittaa muodossa
1 3
w=2 (3451 " ol
missé wy = %—i— ?i on yksikkéympyréan piste. Se voidaan méérata geometrisesti yksikkGympyréan
avulla tai algebrallisesti ratkaisemalla yhtalopari

cosp =

)

N =

sinp =

o5

Yksikkdympyrdan perusteella ¢ = %, johon paddytdén myds ratkaisemalla yhtéalopari. Niinpa
luentojen mukaan z:lle saadaan napakoordinaattiesitys

4 4 1 3
z = |w|* (cos(4¢p) + isin(4p)) = 2% ( cos ) tisin(— ) ) =16 (—= - £i
3 3 2 2
= —8 — 8V/3i.
Viimeinen yhtdsuuruus on luettu yksikkGympyrésté. Reaaliosa on siis Re(z) = —8 ja imaginaa-
riosa Im(z2) = —8v/3.
Edella ratkaistiin jo napakoordinaattiesitys, josta saadaan suoraan eksponenttiesitys
z = 16ei<%ﬂ+k'2”),

silld se on kaytdnnossd napakoordinaattiesitys vieldkin kompaktimmassa ja ndpparammassa
muodossa. Koska a)-kohdan mukaan

4
arg(z) = T4 2kn, ke,

3
niin valitsemalla erityisesti k = —1 16ydetaén valilld | — 7, 7] oleva argumentin arvo, eli
47 2w
A = —or=—-"
Vaikka nyt
2 4
Arg(z) = Arg(uw") = 5 # T =4- 5 =4- Arg(w),

niin usein on hyddyllistd huomata, ettd Arg(z?) ja 4- Arg(z) ovat 2m:n monikertaa vaille samat.
Tata ominaisuutta itse asiassa hyodynnettiin a)-kohdassa.

Eulerin kaavan

et = cos(wt) + isin(wt) (1)
mukaan

cos(wt) =Re (e“*) ja sin(wt) = Re (—ie'“"),
joten

Acos(wt) + Bsin(wt) = Re (Ae" —iBe'") = Re ((4 — iB)e'*") .

Faasori on siis « = A — iB.



b)

Vastaavalla tavalla kuten a)-kohdassa saadaan
cos(wt +71) = Re (ei(”t”)) ja sin(wt+ 1) = Re (—iei<wt+51>> ,

joten

A cos(wt + ’Yl) + B3 Sjn(wt + 51) = Re (Alei(wt-i-’h) _ iBlei(wt+51))
= Re ((A1€"* —iB;e")el*").

Viimeisessi, yhtisuuruudessa kiytettiin eksponenttifunktion laskusiintod e*1 122 = e*te?2. Th-
mén perusteella yleisen sinimuotoisen jénnitteen faasori on
m
o= Z (Age'™ — inei‘s’“) )
k=1
Edelleen Eulerin kaavan (1) mukaan

Ape™ — iBrel% = A, cos(yg) + 1Ay sin(vy) — 1By cos(dx) + By sin(dy)
= Ay cos(Vi) + By sin(0y) + i (Ag sin(vyx) — By cos(dx)) ,

jonka perusteella yleisen sinimuotoisen jannitteen faasorin reaaliosa on

Re(a) = Z (Ag cos(vk) + Bi sin(dy))
k=1
ja imaginaariosa on

Im(a) = Z (Ag sin(yg) — By cos(dy)) -
k=1

On madrittavi kaikki yhtélon z* = w = —1 ratkaisut z = w. Kéytetiin eksponenttiesitysté,
jonka mukaan z = r,€l%: ja w = r,e'%v. Tillsin r, = |w| = 1, ¢, = 7 ja 2* = rie!4?=. Niin
saadaan yhtélopari:

rd =1, - rZ:\‘*/ﬁ:{‘/Izl
4¢, = dp + K21, k€ Z (bz:%—l—kg:g—kkg,keZ

Juuret ovat siten eksponenttimuodossa esitettyné zj, = e/(tF%) k= 0,1,2, 3. Yksikkdympyran

avulla saadaan

s 31 s T
B = T

1 1. o
:_ﬁ“rﬁl, zZ1 =e'1 =

1 1 s - _ _ 1 1
— T pllan=dT = -l

Selvistikdan z = 0 ei ole ratkaisu, joten jakamalla puolittain z:lla, saadaan yhtdlé muotoon

—1)4 ~1\* 1\ mer
S S
z z z

Kéaytetddn hyviksi a)-kohtaa, jonka mukaan w:lle saadaan 4 eri arvoa. Valitaan aluksi w =

% + %i (joka on a)-kohdan zp). Muuttujaksi z saadaan

11 1, 1 (V2-1)—i - V2

1= 1 1 -
zp =€'1T = ﬁ-i-ﬁl, zo=e¢€

1—

- =+ —=l -=—F" ==~ .-

z V2 V2 oz V2 (V2—-1)—i

Ratkaisu saadaan perusmuotoon laventamalla nimittdjan konjugaatilla (\/i — 1) 4+ i, minka
mukaan eras ratkaisu on

_\/5((\@—1)+i)_(2—\/§)+\/§i_1+ V2 1+ (V2HDi

T U212+l 22-v3) 2 22-vR) 2
Viimeisessi yhtdsuuruudessa imaginaariosa on lavennettu (2++/2):1la. Vastaavalla tavalla muik-
si ratkaisuiksi saadaan
1— (V2 +1)i 1+ (W2-1)i . 1— (V2 -1
1=\ z=——"—jaz="""8>—
2 2 2

Sijoittamalla saadut ratkaisut kompleksitasoon ndhdéén, ettd ratkaisut esiintyvit konjugaatti-
pareina. Nain kuuluikin olla, silld yleisesti reaalikertoimisen polynomin kompleksiset nollakoh-
dat esiintyvit konjugaattipareina.



Merkitddn 22 = w, jolloin yhtdlo z* + 22 + 1 = 0 on toisen asteen yhtdlé w? +w+1 =0

muuttujan w suhteen. Toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavalla saadaan
1
22=—24 ﬁi.
2 2
Molemmat oikean puolen luvut ovat yksikkGympyréalld. Tehtéavéstd 1 saadaan eksponenttiesi-
tykset
merk. 1 \/g . 2mj merk. 1 \/g . —2m5

W= g tiset Jam=m ey = et

Yhtilén 22 = w; ratkaisut saadaan merkitsemalld z = rel? ja ratkaisemalla yhtéalépari

r2=1 r=1
2m e s
2 =20 1 k2, k€ Z ¢=T+kr kel

Ratkaisut ovat zg = €5 ja z; = e~ . Molemmat niistd on yksikkdympyrilld, josta saadaan

perusmuodot
1 V3, 1 V3
z0=§+71 ja z1:—§—71.
Vastaavalla tavalla yhtilon 22 = ws ratkaisuiksi saadaan zp = e~ 3! ja 23 = e%ﬂi, joiden perus-
muodot
1 V3. 1 V3
Zg=—-——1 jJa z3=—-+ —

2 2 2 2
saadaan yksikkdympyrésté.

Polynomi on muotoa (z — z0)(z — 21)(z — 22)(z — z3). Huomaamalla, ettd polynomin nolla-
kohdat esiintyvit konjugaattipareina zo = Zy ja z3 = Z1 (kuten reaalikertoimisella polynomilla
kuuluukin), saadaan toisen asteen reaalikertoimiset tekijit

(z—20)(z—22) = (2 — 20)(z — T) = 22 — 2Re(20)z + |20 = 2> — 2z + 1
ja

(z—21)(z—23)=(z—21)(z —71) = 22 = 2Re(z1)z + |21 = 2 + 2z + 1.
Edellisten tekijoiden tuloksi saadaan

(=2 + D)2 H+z+1) =2 +22+1

kuten pitadkin.

Olkoon z = z + iy, jolloin Re z =z jalm z =y

a)

b)

Otetaan z yhteiseksi tekijdksi, joten
Brz=2(2+1)=022=0,z=1itai z = —i.
Logaritmi on méaritelmén mukaan
log z = In |z| + iarg(z),
joten
Re(logz) =0 n|z|=0< |z| =1,
eli kyseessé on 1-ympyré.
Kaytetdan hyvéksi eksponenttiesitystd ja merkitadn
z=re?, missi ¢ = Arg(z) € (-, 7],
jolloin
Arg(z?) = Arg (r261(2¢+k'2”)> ,
silld eksponenttifunktio on 27i-jaksollinen. Koska argumentin padarvon on aina valilla (—m, 7],
saadaan ehto
Arg(2*) <0 & 2p + k- 2w € (—,0].

Koska meilld on rajoite ¢ € (—m, 7], ndhdéén, ettd ainoastaan k = 0 ja k = —1 antavat rat-
kaisuja. Kun & = 0, saadaan ¢ € (—%,0]. Kun taas k = —1, saadaan ¢ € (5, 7]. Geometrisesti



kyseessa siis ovat kompleksitason toinen ja neljéds neljannes poislukien niiden toinen reuna. Rat-
kaisu vaikuttaa jarkevilta, silld toiseen korotus kaksinkertaistaa argumentin, joten juuri néistéa
alueista paddytadn rajoite-ehdon mukaiseen alueeseen.

Joukkoja on havainnollistettu alla olevassa kuvassa, missd a)-kohdan pisteet on piirretty punaisella,
b)-kohdan ympyréa siniselléd ja c¢)-kohdan sektorit harmaalla.

Kuva 1: Tehtédvin 5 joukkojen geometrinen havainnollistus

Koska komponentissa on kytketty rinnan kondensaattori ja kela, niin komponentin impedanssi
Z saadaan kaavasta

1 1 1 I 1 - w?LC
Z:Z+EZE+IMC:T’
joten impedanssi on
7 iwL .
1—w2LC
Y14 w on fysikaalinen kulmataajuus, joten on jarkevdd tarkastella ainoastaan tapausta w >
0. Koska Z on puhtaasti imaginaarinen, on Arg(Z) joko 7 tai —7 riippuen Z:n nimittdjin
merkistd. Eksponenttiesitykseksi saadaan
Z = || — {Hffwelf.; K <
srre—7¢ 2, kunw > Nirek

Resonanssitaajuudella impedanssin imaginaariosa katoaa. Koska Z on nyt puhtaasti imaginaa-
rinen, niin a)-kohdan perusteella resonanssitaajuus on w = 0, jolloin komponentti ei vastusta
virtaa lainkaan.

Koska

wL
Z| = ’7( -0,
121 wiLC —1
kun w — 0 tai w — oo, niin komponentti ei vastusta virtaa lainkaan pienilla ja suurilla taajuuk-
silla. Niinpd komponentti vastustaa virtaa ainoastaan "keskisuurilla” taajuuksilla, eli kyseessé

on kaistanestosuodatin.



