Kompleksianalyysi, syksy 2020

Harjoitus 7, ratkaisut

Harjoitustehtavit

1. a) Hahmotellaan ensin jonoa (ca2(n))2 . Koska €™ = (—1)", on jonon joka toinen termi nolla ja
joka toinen termi on yksi. Jono (c2(n))$2, on siis muotoa
(c2(n))sey =1(1,0,1,0,1,0,...).
Y14 olevasta esityksestd ndhdddn, ettd jonolla (ca(n)) kertominen nollaa parittoman indeksin
termit jonosta (z(n)), eli

(x(n)ea(n))ey = (2(0),0,2(2),0,2(4),0,...).

Tamén perusteella

Z z(n)ea(n)z™™? = 2(0) 4+ 0- ()22 + 2(2)27  +0-2(3)272 + 2(4)272 + ...,
n=0
jonka perusteella
o0 oo
Z z(n)ez(n)z"™? = Z z(2k)z
n=0 k=0
Koska c3(2k) = 1 kaikilla k € N, on x(2k) = x(2k)co(2k) kaikilla k € N ja pdddytdan tulokseen
Z z(2n)ce(2n)z™" = Z z(n)eg(n)z""2,
n=0 n=0

b) Maaritelmin mukaan desimoidun signaalin Z-muunnos on

Xa(z Z zp2(n)z " = Z x(2n)z7".
n=0

Tasté ei viela nahda7 miten desimoidun signaalin Z-muunnos voidaan laskea alkuperéisen jonon
(x(n))22, Z-muunnoksen avulla. Mutta jos termid x(2n) kerrotaan luvulla c2(2n) = 1 (eli ei
tehd4 kiytdnnossd mitaéan) ja kdytetddn a)-kohdan tulosta saadaan

XJ,Z nz::ox 02 *n/2 _ 5 z:: 771/2 ; ng::ox(n)(_l)nzfn/z

=2 Zomn)(ﬁ)-" PO

= SX(V3) + 5X(~V5),

missé X (z) on jonon (z(n))5, Z-muunnos.
2. Siirtofunktion nimittdjan nollakohdat ovat
P2 472412=0 & 2= -3 tai 2 = —4.

Némé ovat myds H(z):n navat (kl. 1), silld osoittajan nollakohta on 0. Impulssivaste saadaan las-

kettua nyt residylauseen avulla (erikoispisteet z; = —3 ja zo = —4):
k) = —— [ H(z)*1ds = i/ F(2)dz = —— 2y,
27i Jg, C2mi Jg S 27 Jg (2 +3)(z+4)

k k

= Besf(2) + Res /) = lim, (= +3) gy TG Y ey
— (_f’)k + (141)k _ (_1)k(3k _41«).

Impulssivaste on siis h(k) = (=1)¥(3* +-4F), k=0,1,2,....



a) Koska |z] > 1, kehitetiiin H(z) 2~ !:n mukaan eteneviksi sarjaksi seuraavasti

o0 oo

1 1 1 1 1 1)k 2k k_—2(k+1
He) = m im= =i :72 =D (DY
k=0 k=0
S
=1

=h(2)
Viimeisessd yhtdsuuruudessa tehtiin summausindeksin vaihto k 4+ 1 = [.

b) Erikoispisteet ovat nimittéijén nollakohdat z= :I:i7 jotka molemmat ovat yksinkertaisia napoja.

1 1 (z+1) - (z —-i) 1 1 1 1
H(Z): . ~ = o : N — a5 T T 5 T
(z=1)(z4+1) 21 (z—i)(z+1) 21 z—1 21 z+4i
Koska |z| > 1, kehitetdin molemmat termit z~1:n mukaan eteneviiksi sarjaksi. Ensimmaéiselle
termille saadaan

Z—i 2z 1—iz Zl '

Vastaavasti toiselle termille saadaan

1 1 1 1 1 I, . &
s+i oz 1+iz !z 1-(-iz D) =22 ()t

k=0
Yhdistetddn termit, jolloin
1 & — 1 .
H(z) = o= > (1 = ()97 =3 o (i = (-0)F) =~ *H0. (1)
k=0 k=0 " ———
=h(k+1)
Kun k on parillinen, niin i* = (—i)*, jolloin z~*:n kerroin hiviii. Kun taas k on pariton, eli
muotoa k=2l —1,1=1,2,..., niin
ik? _ (71)k — i2l71 + (71)2112l71 — 212l71 — 21 . (71)l71’
silla i7! = —ijai?~! =i (i?)! = (=1)""!i. Tdmin perusteella
1 o0 oo
_ 2t _1)l-1,—2-1) _1)i- -2

=h(2l)

¢) Kéédnteismuunnoksen kaava

H(z)zF1d
2771/ o

missé S, on r-siteinen ympyré, joka sisiltyy alueeseen |z| > 1. Kun k& = 0, on integrandilla
yvksinkertainen napa origossa. Residyksi saadaan residyn laskentakaavalla

—1 T _
IjzegH(z)z = i% H(z)=1

Muut erikoispisteet ovat z = +i, jotka ovat ensimmaisen kertaluvun napoja. Residyiksi saadaan
Sh—1 k—1 (—i)k—1

I}gle(z)z }Z{el ke 17 Z}igsiH(z)Zk—l =

Té&lloin residylauseen mukaan saadaan

h(k) = 211(k1 (i)k_l)7 kun k > 1,
N 1+§(*+%):0, kunkZO,

1

joka esityksen (1) ja kohdan b) mukaan johtaa samaan lopputulokseen kuin muutkin lahesty-
mistavat.

Vaste on téssd tapauksessa helpoin maédratd muunnospuolella, silla

X(z) = Zx(n)szl =1+4+22=221+2)=Y(k) =H()X(:) =22=yh) =0n-2).



4.

Teorian mukaan taajuusvastefunktio saadaan jonon diskreettind Fourier-muunnoksena: H(w) =
F{h(n)}(w) = 30", h(n)e™". Taajuusvastefunktio on siis

] 2
H(w) = Z h(n)e " = Z h(n)e ™ = h(0) + h(1)e ™ + h(2)e 2 + h(3)e 3 + h(4)e
n=0 =0
= % (=3 + 127 + 1772 4 12e713 — 3¢7H1)
= %67210’] (17 + 24 cosw — 6 cos(2w)) .

Viimeisessad yhtdsuuruudessa kaytettiin kaavakokoelmasta 16ytyvaa kaavaa
1 iz —iz
cosz = 5(6 +e ).
Amplitudivasteeksi saadaan
1
|H(w)| = £|17 + 24 cosw — 6 cos(2w)|
ja vaihevasteeksi

—2w, kun 17 + 24 cosw — 6 cos(2w) > 0,
—2w+m, kun 17+ 24 cosw — 6 cos(2w) < 0,

O(w) = argH (w) = {

(2m:n monikertaa vaille).
Lasketaan differenssiyhtédlon puolittainen diskreetti Fourier-muunnos:

Y(w)= iX(w)e_iow + iX(w)e_i“ + iX(w)e—Qw
(1+ 3™ + 2 ™) X0

= H(w)X (w)
Hw)=F+ie ™ + e =™ (J* + ] + fe)
=g (2 Lt g 1)
= 1(2cos(w) + 1)e ™ = R(w)e®™)
Ampliditudivaste:

|H(w)| = |R(w)| = §[2cos(w) + 1]
Vaihevaste:

O(w) = arg(H (w)) = arg(2cos(w) + 1) + arg(e ™)
{—w, kun 2cos(w)+1>0

m—w, kun 2cos(w)+1<0
Amplitudivasteen nollakohdat w:
1 27
14+2cosw=0 & cosw:—§ = w:j:?—i—n%r, nez

Nollakohdista vélilld [—7, 7] ovat pisteet —2T ja 2.

Amplitudivasteen kuvaaja



6.

a)

o] —
L

'
o] —
L

Ottamalla Z-muunnos puolittain yhtélossa

y(n) = 2rcos(wo)y(n — 1) — r’y(n — 2) + x(n), (2)
ja kayttdmalla viiveen muunnoskaavaa

z(n—k) < H(z)z7F,
joka loytyy kaavoista, saadaan yhtalo

Y (2) = 2rcos(wg)z 1Y (2) — r?272Y (2) + X (2) & (1 — 2rcos(wp) + 7)Y (2) = X(2).
Maéritelmén mukaan siirtofunktio on vasteen ja herdtteen Z-muunnoksien osamééré, joten
Y(z) 1
X(z) 1—2rcos(wp)z=t +1r22-2
Suodatin on stabiili tdsmélleen silloin, kun siirtofunktion navat ovat yksikkdympyréan sisélla.
Siirtofunktion navoiksi saadaan

H(z) =

1—2rcos(wo)z ' +272=0% 2% —2rcos(wo)z +1=0
< z =rcos(wp) = ry/cos?(wp) — 1.

On kaksi vaihtoehtoa. Kun wy = nr, on diskriminantti nolla, jolloin z = r cos(wg) = (—1)"r on
kaksinkertainen reaalinen napa. Talloin suodatin on stabiili tdsmélleen silloin, kun |z| = r < 1.
Toisessa vaihtoehdossa | cos(wp)| < 1, jolloin diskriminantti on negatiivinen ja navat

e =T (cos(wo) +iy/1— COS2(wO)) =7 (cos(wp) £ isin(wp))

ovat kompleksisia. Namékin ovat yksikkGympyran sisdlla jos ja vain jos r < 1.
Johtopéaatos on, ettd suodatin on stabiili tdsmaélleen silloin, kun r < 1.
Taajuusvastefunktio H(w) saadaan siirtofunktiosta H(z) sijoituksella z = e, eli
‘ 1
Hw)=H(e") = - —.
() (e™) 1 — 2r cos(wp)e' + r2ei2w

Kun r =1 ja w — wg, niin Eulerin kaavan mukaan

1 — 2rcos(wp)e'™ + r2e'® =1 — 2 cos(wp)e + '
— 1 — 2cos(wp)e“ + el2wo
=1- (ei‘*’o + e_i“’o) elwo 4 gi2wo
=1 —el2w0 _ 1 4 gl2wo
=0.

Taajuusvastefunktion nimittiji ldhestyy siis nollaa. Tamén vuoksi (digitaalista kulma)taajuutta
wp sanotaan resonanssitaajuudeksi.

Kun wyg = 7§ ja r = 0.9, ollaan b)-kohdan mukaan stabiililla alueella ja nollakohdat ovat
kompleksisia
zy =1 (cos(wp) £ sin(wp)) = £0.9i.

22

HE ==y




Kaavoista 16ytyy Z-kéanteismuunnoksen kaava

h(k) i/s H(z)z"1dz,

= omi

missé origokeskinen r-siteinen ympyrd S, sulkee sisddnsd kaikki siirtofunktion H(z) navat.
Koska navat ovat yksikk6ympyran sisdlld, voidaan valita » = 1. Toisaalta r:n valinnalla ei ole
merkitysté, sillad residylaskun mukaan

h(k) = Resz:zJ,H(Z)Zk*l + Resz:Z_H(z)zk’1

olipa 7 > 1 miké hyvénsa.
Koska navat z = z1 ovat yksinkertaisia, saadaan residyn laskentakaavasta

ReSz:zof(Z) = (Z B Zo)f(z) z=2z0

tai kitevasta laskentakaavasta impulssivasteeksi

Sk+1 SR+
h(k‘) = ReSz:z + Resz:z_
Tz -2z -2 (z—24)(z —2-)
1 1
= P zf‘ﬁl + — zﬁ“
+ z_ Z_ Z4

— l(o 9i)k+1 _ l(_o 9i)k+1

21 200

1
= 50.9’”1(1’c + (=)").

Kun & on pariton eli muotoa k = 2n +1, on i* 4+ (—i)*¥ = 0. Kun taas k on parillinen eli muotoa
k=2n, oni* + (—i)¥ =i2" 4 (—i)®" = 2(—1)", silld i> = —1. Témin perusteella

h(k) = (=1)*/2.0.9¥+1 kun k on parillinen,
o0, kun k on pariton.



