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Harjoitustehtavit

1.

a)

Kyseessd on rationaalifunktio, jonka ainoat erikoispisteet ovat nimittdjin nollakohdat, joiksi
saadaan

2(z+1)=0&2=0 tai z=-1.
Erikoispisteiden luokittelun suhteen pitdéd kuitenkin olla tarkkana, silld funktio ei valttamatta
ole supistetussa muodossa kuten nyt, silld z = —1 on my6s osoittajan nollakohta.
Tarkastellaan aluksi nollakohtaa z = 0. Koska osoittajan arvo nollassa on 02 +1 = 1 # 0, on
z = 0 vain nimitt&djén nollakohta. Koska z = 0 on kaksinkertainen nimittajan nollakohta, on se
2. kertaluvun napa, silld yleisesti

supistetussa muodossa olevan rationaalifunktion erikoispisteet ovat nimittajin nollakohdat,
jotka ovat nollakohdan kertaluvun napoja.

Perustellaan harjoituksen vuoksi ylld oleva téssé erityistapauksessa. Sitd varten kirjoitetaan f
muodossa
g(2) - 23 +1
z) = =—3>, missi g(z) =
7o) =23 o) = =5
on analyyttinen funktio pisteen zg = 0 ympéristossé ja g(0) = 1. Siten g¢:114 on origon ympéris-
tossa Taylorin sarja

(o)
z)=1+ chzk.
k=1

Kertoimien ¢ tarkka lukuarvo ei meitd kiinnosta, silla ainoastaan ¢g(0) = 1 # 0 on merkityk-
sellinen. Tdmé&n mukaan f:ll4 on origon aidossa ympéaristossd Laurentin sarja

z 1450 ek 1 > B
f(z):g( ) _ Zk_l k :§+chzk 2
k=1

22 22

Maéaritelmén mukaan zg = 0 on 2. kertaluvun napa.
Residy voidaan méarédta joko suoraan Laurentin kehitelmén avulla tai kayttaéa residyn lasku-
kaavaa
1 art
j— n

Res.—., f(2) = (= 1)den T ((z —20)"f(2)) ‘22207

missé derivaatan arvo pisteessé zg tulkitaan tarvittaessa raja-arvona. Nyt zg = 0 ja n = 2, joten
d 322(z+1)— (22 +1)
Res,— z=—z2z‘ =4'(0) =
zOf() dZ( f()) 2=0 g() (Z+1)2 =0

Toinen tapa on laskea ensin ¢g:n Laurentin sarja suorittamalla jakolasku jakokulmassa, joka

tédnd pédivana onnistuu helposti, kun vaan syottaa lausekkeen WolframAlpha:an, joka osaa kertoa
lopputuloksen suoraan. Tavalla tai toisella saadaan

g(z) =22 —z+1, z#-1,
joten f:n Laurentin kehitelma origossa on
g(z) Z—-z+1 1 1

=—-1.

f(Z): 22 22 —;_7"'1
Residy on 2z~ ! kerroin, eli Res,—of(z) = —1.
Tarkastellaan seuraavaksi pistettd z; = —1. Téll4 kertaa osoittajan arvo on (—1)3+1 = 0, joten

f ei ole supistetussa muodossa. Osoittaja on kaikkialla analyyttinen, joten erityisesti pisteen
z1 = —1 ympéristossa silld on Taylorin sarja
() (—
<>—z<+1—§jp (z+ 1)k

Koska p (— ) = 3(—1)2 75 0, on z; = —1 osoittajan yksinkertainen nollakohta. Siten funktio

Zp M= z+1)k_1




on sddnnéllinen pisteen 2; = —1 ympiéristossid. Koska edelleen z — 1/22 on analyyttinen pis-
teen z; = —1 ympéristossi, silld kertominen ei muuta tilannetta. Niinpd f voidaan kehittda
Laurentin sarjaksi

F2) = ez + DF,
k=0

joka ei sisdlld lainkaan (z 4+ 1):n negatiivisia potensseja. Siten z; = —1 on poistuva erikois-
piste. Teorian mukaan residy on nolla poistuvassa erikoispisteessi (silld Laurentin sarjassa ei
ole negatiivisia potensseja 2z~ %, ja siten erityisesti potenssia 27 1.

Nyt z + 4z on kokonainen funktio (eli analyyttinen koko kompleksitasossa C, joten se ei aiheuta
mitddn ongelmia. Riittd4a siis tarkastella ensimmaéistd yhteenlaskettavaa. Osamaérassa kosini ja
z + 22 + 1 ovat kokonaisia funktioita, joten mahdolliset erikoispisteet 16ytyviit nimittéjin
nollakohdista z1 = =+i. Kosinin ainoat nollakohdat ovat reaalianalyysisitd tutut 5 + km, k € Z,
joten kosini on nollasta eroava pisteissi z4 = =i.

Tarkastellaan aluksi pistettd z;y = i. Osamééra voidaan kirjoittaa muodossa

Cos 2 Ccos 2 g9(2) issii 9(2) oS 2
= = ,  issé g(z) = :
2241 (z—1i)(z+1) z-1i J z+1i
on analyyttinen pisteen z; =i ympéaristossa. Siten silld on Taylorin sarja ja saadaan

cosz 1 = g (i) k. 9(1) — g (i) k—1
22—|—1_z—ikZ:0 k! (z=1) _z—i+kz::1 k! S

Edelleen, koska g(i) = <21 # 0, nihdién, ettd z, = i on yksinkertainen napa.

2i
Vastaavalla tavalla ndhdéén, ettd myos z_ = —i on yksinkertainen napa. Residyt navoissa
. cos(=i
Res,=1if(z) = g(£i) = :I:(Qi )

saadaan suoraan Laurentin sarjasta. Y14 oleva merkintéd tarkoittaa sitéd, ettd osoittajassa ja
nimittajassa valitaan sama merkki kuin pisteessé, jossa residy lasketaan.

Taméa kohta on kinkkisempi kuin edelliset. Ndhdaén, ettd z = 0 on ainoa erikoispiste, mutta
sen laadun selvittdminen ei onnistu méaaritelméan mukaisesti samalla tavalla kuin edelld. Kosinin
sarjakehitelmé

S (_1)77. 2n
cosz = Z @n)] z (1)

n=0

I6ytyy vaikkapa netisté
https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series

Sijoittamalla sarjakehitelméédn z:n paikalle 1 — 1/z saadaan sarja

cos <1 z) —nz::O @)l (1 z) , (2)
josta voidaan uskotella, ettd Laurentin sarja sisdltad darettoméan monta z:n negatiivista potens-
sia. Matematiikassa usko ei vield riitd, mutta intuitio usein johtaa oikeille raiteille.

Kéytetdadn annettua vihjetté ja tarkastellaan funktion kéyttédytymisté origon ldheisyydessa. Jos
zo = 0 olisi poistuva erikoispiste, pysyisi f rajoitettuna origon aidossa ympéristossa. Jos nyt
kuitenkin annetaan z:n ldhestyd nollaa imaginaariakselia pitkin, jota varten merkitddn z = it,
niin saadaan

1 1/ s (i 1/ . .
f(it) = cos <1 - it) =5 (el(lﬂ/t) + eﬂ(l*l/t)) =5 (el cel/t 4o ~e*1/t) = .

Niinpé 2y = 0 ei voi olla poistuva erikoispiste.
Jaa jaljelle kaksi mahdollisuutta. Jos zp = 0 olisi kertaluvun n napa, niin f voitaisiin kirjoittaa
muodossa

joillekin vakioille ¢ # 0 ja ¢ € C. Kun z — 0, niin f menisi ddrettomyyteen ldhestytadnpé
nollaa mistd suunnasta tahansa. Koska kuitenkin kosini saa arvoja valilla [—1, 1] reaaliakselilla,


https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series

ndhdéain, ettd f pysyy rajoitettuna, kun z — 0 reaaliakselia pitkin. Piirtdmalla funktion kuvaaja
esimerkiksi WolframAlpha:lla reaaliakselilla origon ldhelld ndhd&én, ettd funktio oskilloi rajusti.
Tallainen kéyttdytyminen on mahdollista ainoastaan, kun zg = 0 on oleellinen erikoispiste.
Residyn laskemiseen oleellisessa erikoispisteessé ei oikein ole muuta laskentatapaa kuin Lauren-
tin sarjan kdytto. Sarjassa (2) esiintyvi potenssi voidaan kehittdd binomikaavalla summaksi

(1—i>2n: i (i’j)(—z)mz (?) - (21n>zl—|—---:1—2nzl+....

m=0

Ainoastaan z~!:114 on residyn kannalta merkitysté, joten residy on

Res.—of(z) = — Z(Qn) <(;Tll§7
n=0 :

Summalausekkeelle 16ytyy tarkka arvo joko WolframAlpha:1la tai tunnistamalla summa kosinin
sarjakehitelméan derivaataksi pisteessd z = 1, silld Taylorin sarja voidaan derivoida termeittéin,
miké antaa

i - —D" ona1 = —1)"
sin(1) = dz Pl T ;(QH) ((271))! ‘ =1 ;(Qn) ((271%!

Siten

Res,—of(z) = —sin(1).
Nimitt#jissi olevan toisen asteen polynomin P(z) = 2242z +k? diskriminantti on D = 4 —4k?,
joten meilld on kaksi tapausta

(i) |k| < 1, jolloin polynomin molemmat nollakohdat ovat reaalisia. Toisen asteen yhtélon
ratkaisukaavasta saadaan polynomin nollakohdiksi

2 =—14+V1—-k% ja 2_=-1—+1-k2

Koska
1-V1-k<-1 ja —1<-14+V1-k<-1+1=0,
—— ——
>0 <1

on z_ aina joko yksikkdympyran kehélla tai yksikkdympyrdn ulkopuolella. Edelleen, jos
|k| = 1, on z1 = —1 yksikkéympyran kehilla, ja jos |k| < 1, on z; yksikkdympyrén sisilla.

(i) [k| > 1, jolloin polynomin molemmat nollakohdat ovat kompleksilukuja. Toisen asteen
yhtélon ratkaisukaavasta saadaan polynomin nollakohdiksi

zy =—14+ivVk2 -1 ja z_=-1—-iVvk? -1,
jotka molemmat ovat yksikkéympyrén ulkopuolella, silld Re(z+) = —1 ja Im(z4) # 0.
Merkitdan yksikkokiekkoa symbolilla D = {z € C : |z| < 1}. Yksikkéympyrén sisépuolella
olevien napojen lukumééra on
1, kun |k| <1,

eD: z= =
#z =) {0, kun [k| > 1.

Edellisen kohdan perusteella polynomilla P(z) on kaksi nollakohtaa, kun |k| # 1, ja yksi nolla-
kohta z4+ = —1, kun |k| = 1. Néin ollen navat ovat yksinkertaisia, kun |k| # 1, ja napa z4+ = —1
on kaksinkertainen.

residy voidaan laskea kaavalla

L Z— 2
Resy—z, f(2) = zh%rrzlo Pl
Otetaan esimerkkind z; = —1 4 /1 — k2 tapauksessa |k| < 1. Ylldolevan kaavan mukaan

- 1 1
Res.—., f(z) = lim = T A — —

z—rzy (Z*Z+)(Z*Z_) 4 T - 2\/1-]472.

Muut tapaukset voidaan laskea vastaavasti.

Kaksinkertaiselle navalle z4 = —1 residyksi saadaan
o d ((z+1)?
Resesf ()= i ({575 =0

silla vakiofunktion 1 derivaatta on nolla.



Kootaan edelld todettu yhteen

i72\/11_7, kun |k| < 1,
Resz:zif(z) - 0, kun |]€‘ = ]_,
¥2\/%i, kun |k| > 1.

Merkitaan [ Ztldy = [ z)dx. Teorian mukaan tdmén t inen epéoleellinen integraali
—o0 z4+1 —00 YyPPp p 2

voidaan laskea residyjen avulla kaavalla f_oooo f(x)dx = 27 Zlm( >0 Res f(2), missé pisteet zj, ovat
Z=Zk

eristettyja erikoispisteitd. Tassa tapauksessa erikoispisteet ovat f(z) = Zgg ‘n navat:

g(z)=2"+1=0 & 2=¢GT3) £ =0,1,2,3

Nimittéjalld ja osoittajalla ei selvésti ole yhteisid nollakohtia, joten nimittdjin nollakohdat ovat
funktion f(z) 1. klin napoja. Méaratadn residyt navoissa, jotka sijaitsevat ylemméssé puolitasossa.
Kun 2o = e'T, Im(29) > 0 ja ¢'(2) = 423

h(zg 2o+ 1 et +1
Res f(2) = o) _ o214
z=2z0 q (Zo) 420 de'*a

1. V2 : V2 .
= (it S (-1-0) = =" (L+ (V2 + 1)),

e AT = 16+ ga i) = %(1 + (V2= 1)i).

Koska muut navat sijaitsevat alemmassa puolitasossa, niité ei tarvitse huomioida. Integraalin arvoksi
saadaan

v2

/_z flz)dz = 27 Z Zfiezif(z) = 27 (— S V2

14+ W2+ 1)i) + =1+ (V2 - 1)1))

8
Im(zg)>0
_ o
=
Lasketaan integraali ffooo |H(f)|?df = ffooo Wd f residyjen avulla. Tassd tapauksessa eri-

|2 = Zgjg :n navat:

koispisteet ovat |H(z)

g(z) = 21+ 102 + 9 = 0, merk. w = 2

Sw?+10w+9=0

L, —10£VI00 19 _
_ 5 -

—5 £ 4 jolloin

+3i
r=+y 5Etd= {i.l

1.

Maardtadn residyt navoissa, jotka sijaitsevat ylemméssé puolitasossa. Namé navat ovat zg = i ja
21 = 3i. Nyt ¢'(2) = 423 + 20z, joten residy pisteessi zo =i on

h(zo) 9 9 9.
Res|H (z)|* = = - =——=
Rl = 0y ~ i+ 20~ —ai+20i 16
ja pisteessa z; = 3i

h(z1) 9 9 3.

Res|H(2)|* =

=5 g(z1) 423 +202;  —108i+60i 16



Koska muut navat sijaitsevat alemmassa puolitasossa, niité ei tarvitse huomioida. Integraalin arvoksi
saadaan

/Oo H()Fdf = 2mi Z fi?zif(z) = 2mi <1961+ 1361)

- Im(z,)>0

Koska 2|H (0)|?> = 2, niin

3T
Weq - ?

a) Annettu funktio on analyyttinen kaikkialla, joten Cauchyn lauseen mukaan

/C F(x)dz =0,

b) Nyt z = 0 on funktion ainoa erikoispiste. Jotta integraali voitaisiin laskea, meilld pitdd tietaa
erikoispisteen laatu. Eksponenttifunktion sarjakehitelmén

k=0
misté saadaan f:n Laurentin kehitelma

fz)=z-e¥* = —'z_kH, |z| > 0. (3)

= k!
Tiamin perusteella z~*:n kerroin on erisuuri kuin nolla ddrettémin monella k € Z, eli zg = 0
oleellinen erikoispiste. Residyn laskemiseen oleellisessa erikoispisteessa ei valitettavasti ole
katevaa laskukaavaa kuten navan tapauksessa, joten meilld on vain vedottava Residylauseeseen,

jonka mukaan kysytty integraali on
2

/ f(z)dz = 27i- Res,—of(2) = 27ri% = 9rri,
C .

silld mééritelméin mukaan residy on z~':n kerroin Laurentin sarjakehitelméissé, joka saadaan,
kun kehitelméssa (3) tarkastellaan termié, jolle k = 2.

Maaritelman mukaan Fourier-muunnnos on

F(a) = / ————e "da.

—oo (L +22)?

Lasketaan muunnos residylaskun avulla. Sitd varten pitdd laskea funktion f navat. Nyt nimittdjan
tekijéiden jako on helppo ja saadaan

1

&= e

Kaytetddn luentokalvojen viikon 6 Lausetta 5, jonka mukaan riittdd tarkastella ainoastaan ylem-
méssé puolitasossa olevia napoja. Koska z = i on ainoa ylemmén puolitason napa ja sen kertaluku

on kaksi, niin

Rese " f(z) =

d ((z —1)%e7*% f(2)) ‘ - % (éii;)

z=i

T dz
e—iaz e—iaz
( MEENE <z+i>3>

z=i



I DO N
“\1Tg)f T\t e)e

Residylauseen mukaan

F(a )—27r1Rese 9z f(z) =~ (~a+1)e” g(|a|+ e ld kuna <o0.

T
2
Koska f on parillinen ja reaalinen, my6s sen Fourier-muunnos on parillinen ja reaalinen, joten

F(a) = = (la| + 1) e~ !9, kun a > 0.

il
2
Edellisten perusteella

F(a) = 5 (la] + 1) e

m
2
kaikilla a € R.
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