Kompleksianalyysi, syksy 2020

Harjoitus 5, ratkaisut

Harjoitustehtavit

1. Nyt limRe z, = 2 ja lim|Im z,| = lim L =0, joten limIm z, = 0 ja edelleen lim z, = 2.
n—0 n—0 n—0" n—0 n—0

—arctan(s35), n=1,3,5, ...
Luvun z, argumentin padaarvo Arg z, = 52”2)

arctan(z), n = 2,4,6, ...
Nyt liIrBArg zn, = —arctan(0) = 0, kun n on pariton ja liIr%)Arg z, = arctan(0) = 0, kun n on

n—r n—

parillinen, joten jokaiselle ¢ voidaan 16ytdaa sellainen n, ettd |Argz — Argz,| < e. (Parittomien n:n
arvojen mukainen jono ldhestyy 0:aa negatiiviselta puolelta ja parillisten positiiviselta puolelta).
Luentoesimerkissé raja-arvoa ei ollut, koska ldhestyttava piste oli eri parillisille ja parittomille n:n
arvoille.

2. a) Sijoittamalla z = ¢!® geometrisen summan kaavaan
N—-1 N

sz:1+z+22++ZN71:1_72
o 1—-=2
saadaan
) i ) ) 1 eids Cei20 Gi20 _ o—i28
iwt i(wt+44) i(wt426) i(wt436) _ iwt _ Liwt
e te +e te TOOH T8 T G2 ei0/2 _ o102
_ Llwt Sln(25)
N sin(§/2)’
joten
sin(26) sin(24)
t) = Re [ —~——=el(@i430/2) ) — 271 t+30/2).
f(t) = Re <sin(6/2)e sin(a/2) oSt +30/2)
Merkitadn
sin(20)
R(0) = ——= 1
Q sin(6/2)’ (1)
jolloin amplitudi on
A(6) = |R()] (2)

Amplitudin maksimiarvo voidaan katsoa vaikkapa funktion R(J) kuvaajasta, josta ndhdéén,
ettd maksimi on 4 ja se saavutetaan, kun viive on § = 0. Tésséd arvo nollassa voidaan laskea
raja-arvona d — 0. Toinen tapa on erottaa tapaukset § =0 ja § # 0. Kun 6 = 0, niin

f(t) = Re4e'! = 4cos(wt).
Tapaus d # 0 on kisitelty edell4.

4

Kuva 1: Funktion R(§) kuvaaja yhden jakson yli, josta ndhddéan, ettd amplitudin maksimi on 4.



Asriarvo voidaan laskea my6s normaalilla ddriarvotarkastelulla. Kayttamalld kaksinkertaisen
kulman kaavoja saadaan

_ 2sin(6) cos(d)  4sin(6/2) cos(5/2)(2cos?(6/2) — 1)
R(9) = sin(6/2) sin(6/2)
=4c0s(6/2)(2cos%(5/2) — 1), 0 # k.

Jos ylld merkitddn y = cos(d/2) ja tarkastellaan ddriarvoja valilla [0, 1], ndhd&én, ettd maksi-
miarvo on 4 ja se saavutetaan, kun y = cos(6/2) = 1, eli kun § = 0.
Kuvasta 1 nikyy, ettd funktio R(J) saa my0s negatiivisia arvoja. Koska amplitudi on funktion
R(9) itseisarvo, ndhdéén, ettd vaihekulma ¢ riippuu funktion R(J) merkistd. Kun R(4) < 0,
niin f voidaan kirjoittaa muodossa
f(t) = R(9) cos(wt + 35/2) = —|A(d)| cos(wt + 36/2) = |A()| cos(wt + 35/2 + =),
silld — cos(x) = cos(x + ) kaikilla z € R. Tamén perusteella f(t) voidaan kirjoittaa muodossa
f(t) = A(6) cos(wt + ¢),
missa

38 kun R(5) >0
=p(6) =4 2’ “o
) (b( ) {325 + 7, kun R((s) <0,

sekd R ja A on maédritelty kaavoilla (1) ja (2).
Olkoon nyt

fi) = i Ay, cos(wt + )

k=0
edellyttien, ettd sarja suppenee. Jos |Ax| < Ck™%, missd « > 1, niin sarja suppenee itseisesti,
silla

Z | A cos(wt + 65| < Z |Ag| < C’Zk*‘" < 0.
k=0 k=0 k=0

Jos taas a < 1, niin yleisesti sarja ei suppene itseisesti. Esimerkiksi, kun §;, = k27 ja A, = k¢,
niin

f(t) = cos(wt) ikz*“ =00, a<l.
k=0

Taméan voi laskea kahdella eri tavalla.
Tapa 1: Geometrisen sarjan summakaavan

o0

1
—— =) Wk w| <1,
1—w
k=0
avulla saadaan
1 1 > >
1+2z 1-(-2) kzzo kzzo

Tastd ndhdédan, ettd suppenemisside on 1.
Tapa 2: Koska f on analyyttinen origossa saadaan

/ _ -1 " _ 2 _ 2(_1)2 (n) _ (_1)nn!
ja edelleen sijoittamalla z = 0 saadaan Taylorin sarjaksi
=30 =3y
k=0 ’ k=0

eli saatiin sama tulos kuin ensimmaiselld tavalla kuten pitdédkin. Suppenemisside on selvéasti 1,
silli zF:n kertoimen itseisarvo on aina vakio 1 kaikilla k. Siten suppenemiskiekko on yksikko-
kiekko D :=D(0,1) = {z € C||z] < 1}.



Nyt meilla pitdisi l0oytaéd sarjakehitelma

o) (4
=3 Hg e

pisteen zp = i ympéristossi. Sovelletaan a)-kohdassa esitettyd geometrista sarjaa hyodyntavaa
ratkaisutapaa. Sitd varten pyritd&dn saamaan funktion f nimittdjdan tekija z — ¢. Sitd varten
kirjoitetaan

1 1 1
f(z):1+'+( —0) 141 1=
i+ (z—1 L1455
jonka jalkimmainen tekija on geometrisen sarjan muotoa
1 1 - z—1 -1 .
, missd w=—"—— = - (z —1).
1+ 2 1+1 1 —w 1+1 141
Niinpé geometrisen sarjan summakaavasta saadaan
1 o (=DF kN~ (D" Ry
f(z) = (z—1)" = W(z—l) :

k=0

Summakaavan sivutuotteena saadaan myos suppenemisside R = /2, sill

—(z—1 z—1
lw| = ( _):l |<1<:>|z—i|<\/§.
1+i V2
Saman asian voi perustella myos geometrisesti, sillé pisteen zg = i etdisyys "pahasta pisteesta”,
eli nimittijian nollakohdasta z = —1 on /2, minkd mukaan z, = i keskipisteeni voidaan piirtis

korkeintaan siteen R = v/2 kiekko, joka ei sisillid yhté#in "pahaa pistettd”. Siten suppenemis-
kiekko on v/2-séiteinen i-keskinen kiekko D(i,v/2) = {z € C ||z —i| < v/2}.

Samaan lopputulokseen paadyttaisiin myos derivoimalla. Itse asiassa a)-kohdassa derivaatat on
jo laskettu valmiiksi ja ei tarvitse muuta kuin sijoittaa zg = i derivaatan lausekkeeseen z:n
paikalle ja menetelld muutoin kuin a)-kohdan tavassa 2. Mutta suppenemisside pitéisi laskea
erikseen.

Merkitddn a)-kohdan funktiota g(z) = 1_%2 Derivoimalla termeittdin a)-kohdan sarjaesitys
saadaan
-1 > B
J(z) = s Zk(—1)kzk 3
k=1

silld sarjan ensimmaéinen termi on vakio 1 ja vakion derivaatta on nolla.
Annetun funktion sarjakehitelmé on siten

Z:#:_Z.;l:_z/fz:_zoo _1yRht = 1)+ b
f(z) CESE ( )(Z+1)2 (—2)9'(2) ;k( Zk .

Kéaytetddn geometrisen sarjan summakaavaa ja kirjoitetaan H(z) muodossa

o0 oo

1 1 1 1
H = = - = — — A\ = _]_nn—l7 < 1.
(2) 2(1+2) 2z1—(-2) =z 7;0( ?) n;)( )"z 12
Tehdaan indeksinvaihto n — 1 = —k, jolloin siirtofunktio voidaan kirjoittaa muodossa
1
TEED I CIEEED o0
k=—oc0 n=-—oo
josta voidaan lukea impulssivaste
h(n) = (=)L, kunn = —00,...,—2,—1,0,1,
0, muulloin.

Kun |z| > 1, on |27}| < 1. Kehitetiiéin nyt H(z) z:n negatiivisten potenssien mukaan eteneviiksi
sarjaksi seuraavasti

oo oo

H(Z):Zéﬁzin k_%z k —k:Z(_l)kz—k—Q
k=0

k=0 k=0



I I St e

0 n=-—oo
josta voidaan lukea impulssivaste

—1)"t+2 k =2.34,...
h(n):{u k=234,

0, muulloin.

1 A4 B (A+B):4+34+B
f(z)_(z+1)(z+3)_2+1 z+3  (z+1)(2+3)

A+B=0 A=1
= =
34+ B=1 B=—

+

1
2

eli

1 1 1
f(z):2<z—|—l_z+3>

Koska |z| < 1, niin

1 1 1 1 21
Z. - . = Z(=1)kk
2 2+1 2 1-(—2) > 5D
Vastaavasti
1 1 1

Lo S N Sy i
2 2+3 6 1+2/3 61—(-2/3) 64 3*

Laskemalla yhteen edelld saadut sarjat saadaan Laurentin sarjaksi

f(z) = Z arz®, |z <1,

k=—o0
ap = {

Koska sarja siséltdé ainoastaan ei-negatiivisia z:n potensseja, on saatu Laurentin sarja samalla my6s
Taylorin sarja.

missa

(-Dk (1 - ﬁ) , kun k>0,
, kun k£ < 0.

(=R

Kun 0 < |z + 1] < 2, niin kehitetdén funktio sarjaksi termin z + 1 suhteen. Osamurtokehitelmésta
saatu ensimmaéinen termi on jo valmiiksi oikeaa muotoa, joten riittaa tarkastella toista termié. Toista
termié voidaan muokata seuraavasti

11 1

[e%S) k
1 1 1 1 1
. = =Z. == —_Z 1),
2243 2 2+4(z+1) 4 1- (-2 4%(2>@+)

Viimeisessad yhtdsuuruudessa geometrisen sarjan summakaavan kaytto oli luvallista, silla

z4+1
< 1.
|

p+u<2:‘—

Yhdistamalld termit saadaan Laurentin sarjaksi

00 avk+1
f) =50+ Y ST

k=0

(z+1)* 0<lz+1<2.



Kun |z| > 3, niin erityisesti |z| > 1 < |%| < 1. Kehitetdadn osamurtokehitelmésta saadut ter-
mit z:n negatiivisten potenssien mukaan eteneviksi sarjoiksi. Ensimmaéistd termiéd voidaan muokata
seuraavasti

11 1 1 — 1)k =
14zl 22 1—(=z71) QZX;J Z

k=0

1

}. _ k—k+1)
2 z+1

N)\»—l

Viimeisessd yhtdsuuruudessa tehtiin indeksinvaihto k 4+ 1 = [.
Toisessa termissé huomioidaan, etté kun |z| > 3, niin |2| < 1. Siten toinenkin termi kehitetéiéin
negatiivisten potenssien mukaan etenevéksi sarjaksi seuraavalla tavalla

L IER S NS
2(z+3) 221—( 3/z 2z ¢ 0 — 2 '

Yhdistdmalla edella saadut summat saadaan

=327k 2 > 3.
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