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2. valikoe 26.10.2020 ratkaisuineen

1.

a) Laske funktion
1
z) =
/) zZ+1
Taylorin sarja pisteen zo = i ympéristossa. Miké on sarjan suppenemissade?

b) Onko funktiolla

N
0= 7

Taylorin sarjaa pisteen zp = i ymparistossa? Jos ei, niin madrdd funktion Lau-
rentin sarja pisteen zy = i suhteen.

a) Laske residylaskun avulla integraali
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1 (14 2) dz,
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missd C' on mikd tahansa origon vastapdivdin kiertdva Jordan-kdyra. (4p)
b) Mikd yhteys integraalilla
1 1 "
— ﬂdz
27l Jo 2R
on binomikertoimeen (7)? Vihje: Binomikaava (2p)
" /n
14 2)" = k,
arar=3(}):
k=0
Erdin kausaalisen digitaalisen suodattimen siirtofunktio on
2z
H(z) = :
(2) 3z —1
a) Laske suodattimen impulssivaste. (3p)

b) Miirid suodattimen amplitudivaste |H(e')|. Mité suodatin tekee suurille (nor-
malisoiduille) taajuuksille w ~ 77 (4p)



Koekaavat

. e
sinz = y
21

e® = e"(cosy +isiny)

sin(z; + z2) = sin z1 cos z3 + €os 21 sin 2,
1

sin acos § = §[Sin(a — ) + sin(a + )]

logz=1In|z| +iargz

f(z) = [z +iy) = u(e,y) +iv(z,y)
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e” =cosz +isinz

COs z =

cos(21 + 22) = €Os 21 €OS 29 — sin 21 sin 29

cos acos 3 = %[cos(a — B) + cos(a + )]

e = |w| 1/nel (argw+k2m)/n
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z=z0

z(n—k) < X(z)z7F
Y (z) = H(2)X(2)

h(k) = %/H(z)zk_ldz
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Tehtivien ratkaisuperiaatteet

1.

a)

Funktio on analyyttinen kaikkialla muualla paitsi nimittdjan nollakohdassa z =
—i. Néin ollen funktiolla on Taylorin sarja pisteen zy = i ympéristossa. Koska
pisteen zy = i etéisyys pisteestd —i on 2, on Taylorin sarjan suppenemisside
R =2

Geometrisen sarjan summakaavan

avulla saadaan

e = m%'l(ii)%i(%)kw

9 k=0
1
~
1 o <\ k ) [e's] 1 k+1
= (%) (z—i)f =D i+ (5) (z—1), |z—i|<2.
k=0 k=0

Funktiolla f on 1. kertaluvun napa nimittdjin nollakohdissa z = =i, joten f
ei ole analyyttinen pisteessid zo = i. Siten silld ei ole Taylorin sarjaa pisteen
zop = 1 ympadristossid. Mutta silld on Laurentin sarjan pisteen zy = i aidossa
ympdristdssd 0 < |z —i] < 2, silld pisteen z; = i etdisyys toisesta “pahasta
pisteestd” z = —i on 2.

Kohdasta a) saadaan

(z) = (z+i)2(iz—i) :zz—ii'zii:zl—ii(%)k@_i)k

k=0
= /i\" b1 i k—l=n = [ 1 e .
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Integrandilla
(1+2)3
f(z) = -

on toisen kertaluvun napa origossa, joten residylaskun mukaan integraali on

1 1+ 2)3 . d )
i /. d+2) = ) dz = Res,—of(2) = ll_f)l(l) e (2% f(2)) = ll_I)I(l) 3(z+1)* = 3.
Koska

/ & 271, k= —1,
2¥dz =
C 07 ke Z\{_l}a

on integroinnin kannalta ainoastaan potenssilla z~! merkitysti. Vihjeen mukaan
osoittaja voidaan purkaa z:n potensseiksi, jolloin ainoastaan termi (Z) PARRET
henkiin” integroitaessa. Siten kysytty integraali on (Z) Esimerkiksi a)-kohdassa
n = 3 ja k = 1, joten soveltamalla tulosta a)-kohtaan saadaan a)-kohdan inte-

graaliksi (i’) = 3.



a) Kausaalisen suodattimen impulssivaste (h(n))>2, loydetdén laskemalla siirto-
funktiolle Laurentin sarja

H(z) =) h(n)z ™"

Tama taasen 10ydetdan vaikkapa geometrisen sarjan summakaavan avulla seu-

raavasti
2z 2 1 2./ 1\" X 2
H == = — = — _— = . _n.
B =3=773 [ 37;(32) 7;3”“ ©

Impulssivaste on siis h(n) = 2/3""1.

b) Koska osaméérin itseisarvo on itseisarvojen osamééri, saadaan Eulerin kaavan
e = cosw + isinw mukaan amplitudivasteeksi
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V(Bcosw —1)2+ (Bsinw)?  y/9cos?w — 6cosw + 1 + 9sin®w
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V10 —6cosw

Kun w ~ 7, on

B ()|~ ==L

joten suodatin vaimentaa kulmataajuuden w = 7 taajuuskomponentteja kertoi-
mella puoli.
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