Tekniitkan matematiikka

Kompleksianalyysi (031077P)

1. valikoe 5.10.2020 ratkaisuineen

1.

Esita seuraava kompleksiluku z perusmuodossa z = x + iy sekd méadrdd luvun z
itseisarvo ja argumentin padarvo, kun

a)

b)
z=(V3—i).

Tarkastellaan funktiota f(z) = 2? ja Kuvan 1 mukaista "Pac-Man”ia, joka vastaa
kompleksitason aluetta

A:{zec 0 <|2] <1 ja Arg(z) ¢ [—%%]}

a) Madrasd kuvapisteen f(z) eksponenttiesitys jokaisella z € A. (2p)
b) Maérdaa "Pac-Man”:n kuvajoukko funktiolle f. Piirrd joukon f(A) kuva.  (4p)

Olkoon C' suljettu kiiyra, joka koostuu kahdesta osasta C ja Cy. Kéyra C' on oikeassa
puolitasossa oleva yksikkOympyran kaari ja Cy on imaginaariakselin jana pisteesta
—1 pisteeseen i. Katso Kuva 2.

a) Muodosta kéyrille Cy ja Cy sopivat parametriesitykset, kun C' kierretdéin vasta-
paivaan. (2p)

b) Laske integraali (4p)
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Kuva 1: Tehtavan 2 "Pac-Man” Kuva 2: Tehtavan 3 kiyra C
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Tehtivien ratkaisuperiaatteet

1. Kiytetdsin hyviksi kompleksiluvun z = x + iy eksponenttiesitystd z = rel®, missi
r=|z| = V&% +y? ja ¢ = arg(z).

a)

Koska osaméaran itseisarvo on itseisarvojen osamaard ja osamaarin argumentti
on argumenttien erotus, saadaan

i
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ja, kun argumenttien haarat on valittu oikein (lopputuloksen argumentin pitaa
olla valilla (—m, 7]),

\z|:]

Arg(z) = arg(i) — arg(2 — 2i) = g - <_Z) =

Edellisten tulosten ja yksikk6ympyrin mukaan

o |Z|eiArg(z) — Lei?ﬁf — L (_L 4 li) — _1 + li.
2V2 2v2 \ V2 V2

Lasketaan ensin kantaluvun eksponenttiesitys

V3—i= \/(\/5)2 + (—1)2e*(V37) = 9651,
Edellisen perusteella z® = (2e*%i)3 — 93651 joten

z=-8 = |z/=8 ja Arg(z):—g.

Olkoon z = re'¥ argumentin eksponenttiesitys, jolloin kuvapisteen eksponent-

tiesitys on w "E f(2) = 22 = r2el@¢+h20) kaikilla k € Z. Téssd k:ta tullaan
tarvitsemaan b)-kohdassa.

Edellisen kohdan perusteella joukko A voidaan ilmaista napakoordinaatteja r
ja ¢ koskevina ehtoina 0 < r < 1 ja & < |¢| < 7. Télléin 0 < r* < 1 ja
& < |2¢] < 2m. Saadaan 3 eri tapausta:

° % <|2¢| <, jolloin Arg(f(z)) € (=7, —F) U (F, 7]

2° =21 < 2¢ < —m, jolloin Arg(f(z)) = 2¢ + 2w € [0, 7).

3°m < 2¢p < 2, jolloin Arg(f(z)) =2¢ — 27 € (—m,0].
Edellisen perusteella ndhdain, ettd f(z) saa yksikkokiekon D(0,1) = {z € C :
|z| < 1} kaikki arvot origoa lukuun ottamatta ja vielapa niin, ettd arvot w, joille
£ < |Arg(w)| < 7, saadaan kahteen kertaan ja arvot w, joille Arg(w) € [-F, F]
saadaan kertaalleen.
Kuvajoukko on siis "punkteerattu” yksikkokiekko (0, 1) \ {0}, eli "Pac-Man:n
suu menee kiinni”. Huomautettakoon, ettd argumentin padarvon kidyttdminen
ei ole vilttdmé&tonta, vaan valitsemalla ¢ = arg(z) valilta (%, 213_;) paddytidn
samaan lopputulokseen yksinkertaisemmin.
Jatetdan piirros tasta valiin.



Sopivat parametriesitykset ovat C} : z(p) = €%, —
i, —1<t<1.
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Integraali voidaan hajottaa kahteen osaan
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Kompleksisen kiyraintegraalin méaritelmén mukaan
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