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1.

Laske Taylorin sarja pisteessa zo = 1 funktioille
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Mika on sarjojen suppenemissade?
a) Maaraé funktion

1

)=

erikoispisteet ja niiden laatu.

b) Laske residylaskun avulla integraali

00 1
dz.
/oo$4+4 v

Tarkastellaan erdan digitaalisen kausaalisen IIR-suodattimen méaardamaa LTI-sys-
teemid, jonka impulssivaste on jono (h(n))22,, jolle

h(n) = {

a) Maaraa systeemin siirtofunktio.

2, kun n = 0,
(%)n, kun n > 1.

b) Laske systeemin vaste herétteelle (z(n))52,, jolle

1, kun n =0,
z(n) =< —2, kunn =1,
0, kun n > 2.

Onko systeemi stabiili?
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Tehtivien ratkaisuperiaatteet

1.

a) I tapa: Lasketaan derivaattoja
Fl2) = =272 f(z) = 275, f(2) = =234, L, f(2) = (~1)rala D,

joten

F)=-1"2=—1, f"(2) =213 =2, f"(2) = =2-3, ..., f™(2) = (=1)"n!.

Edellisen perusteella Taylorin sarja on
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IT tapa: Kaytetadn geometrisen sarjan summakaavaa

1 1 >
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Geometrisen sarjan suppenemiskriteerin nojalla Taylorin sarja suppenee, kun
|z — 1] < 1, joten suppenemissidde on 1.

b) I tapa: Kdytetdén osamurtokehitelmia (OMK), jonka mukaan

22—-2) oz 2—=z

£ = o

Oikean puolen ensimmaéinen termi késiteltiin jo a)-kohdassa. Jalkimmaisestd saadaan
geometrisen sarjan summakaavalla

1 1 >
2_221_(2_1) nzjo(z—l) |z —1] < 1. (2)

Yhdistamalla (1) ja (2) saadaan

[e.9]

fG2)=> (-)"(z—-1)" —i—Zz—l 222—1 . =1 <1

n=0

Geometrisen sarjan suppenemiskriteerin nojalla suppenemissade on tassakin kohdas-
sa 1.

IT tapa: Nelididédan nimittajédssé oleva termi, jolloin geometrisen sarjan summakaa-
van nojalla
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a) Supistetussa muodossa olevan rationaalifunktion erikoispisteet ovat nimittajén
nollakohdat, jotka ovat napoja. Kaavakokoelman mukaan

AL 4=06 2= 4= 2ei(ThE) Mk .k —0.1,2,3,



Yksikkoympyréastd nahdaan, etta

zozx/ﬁeiz—\/_<\/_+1\/_>:1+i

ja vastaavasti
= V2T = 141, zm=v2eT =—1—i ja z3=v2eT=1-i
Kaikki navat ovat yksinkertaisia.

b) Teorian mukaan integraali saadaan ylemmésséd puolitasossa olevissa navoissa
laskettujen residyjen avulla. Riittaé siis laskea a)-kohdan funktion residyt pis-
teissd zo = V2eiT ja z; = v/2ei'T . Koska navat ovat yksinkertaisia, niin kitevin
laskukaavan mukaan
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Teorian mukaan Cauchyn residylauseesta seuraa, etta

/OO ! dr = 27i (Res,—,, f(2) + Res.—,, f(2)) = 271 - (—éi) =

m
700513’44—4 4

a) Siirtofunktio H(z) on impulssivasteen (h(n))5, Z-muunnos, joten geometrisen
sarjan summakaavan nojalla
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b) Lasketaan vaste y(n) Z-muunnoksen avulla, jonka mukaan Y (z) = H(2)X(2),
missd X (z) on herdtteen (z(n))>, Z-muunnos, eli

= ix(n)z_" =1- ;Z_l = 21(22 —1). (4)
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Kaavojen (3) ja (4) perusteella vasteen Z-muunnos on

2:4+4 1 1 2,

Y(z) =H(2)X(z) = 52i—1) 5(22 —-1)= R + -z,

joten vaste on (y(n))s, = (é, g, 0,. ), jolle y(n) = 0 kaikilla n > 2.

Systeemi on stabiili, silla siirtofunktion ainoa napa z = % on yksikkOympyréan sisalla.



