Tekniikan matematiikka

Kompleksianalyysi (031077P)

1. valikoe 7.10.2019

1.

Maaréa itseisarvo ja argumentin padarvo luvuille
z=v-1-1

z = Log(—1—1).

a) Olkoot 0 < r € R ja 2y € C annettuja lukuja. Mité joukko

C:{zGC:z:zo—l—reie,0§0<27r}

esittad geometrisesti? (1p)
b) Maaraa funktion
1
f(z) = >
kuvajoukko ympyralle
(){zeC: |z[=1}. (2p)
(ii){zeC: |z—1]=1}. (3p)

Kohdan a) joukosta voi olla hyotyd kuvajoukon maédrdédmisessa.

Ay —
/72 3dz7
c 222 — 32

Laske integraali

kun C' on ympyra
a) {ze€C: |z| =2},
b) {ze€C: |z] =1}

positiiviseen kiertosuuntaan kierrettyna.



Koekaavat

e —e!
2i
e* = e"(cosy +isiny)

sinz =

sin(z; + 22) = sin z; cos 23 + €os 21 sin 2y
1

sinacos 3 = §[Sin(C¥ — B) +sin(a + B)]

logz =1In|z| +iarg 2

f(z) = f(z +1iy) = u(z,y) +iv(z,y)

f(z) = f: an(z — 20)"
f(”)(zo)

n!

Ay =

YksikkGympyra

eiz + efiz
2
e¥ =cosz +1isinz

COS z =

cos(z1 + 22) = €OS 21 COS 29 — sin z; sin 2o

cosacos B = ;[cos(a — B) + cos(a + B)]
2 = [w] /el (@rBwtkam) /o
du Ov du v
ox Oy’ Oy Ox

f6) = Y ez
RO
o /T (z — zo)”+1dz
1 dn—l "
= g - )

z(n—k) < X(z)z7F
Y(z) = H(2)X(z)

1
h(k) = Q—Wi/H(z)zk_ldz
Sr




Tehtivien ratkaisuperiaatteet
1. Lasketaan eksponenttiesitys w = re'¥ luvulle w = —1 — i. Itseisarvoksi saadaan
r = /2 ja yksikkoympyristéi taasen saadaan argumentiksi

@zarg(w):Arg(w)+k-27r:—32+k~27r, ke Z.

Edellisen perusteella
a) z = w= @ei(f%ﬂM’T), k € 7Z, josta nidhdéén itseisarvo |z| = v/2 ja argu-

mentin padarvolle Arg(z) loydetédén kaksi arvoa, —%” ja %.

b) z=Log(w)=In|w|+i-Arg(w) = In /2 — 2%, joten itseisarvoksi ja argumentin
padarvoksi saadaan

2
|z| = \/(ln V2)2 + 917% ja  Arg(z) = —arctan (41?17:/§>,

missé arkustangentilla tarkoitetaan vililla (0, 7) olevaa paahaaran arvoa.
2. a) Joukko esittda r-siteistd ympyréé, jonka keskipiste on 2.

b) Merkitdan f(z) = f(z +iy) = u(z,y) + iv(z,y) =: u + iv.
()Kun |z| = 1, niin [f(2)]* = u* +v* = 1/]2|*> = 1, joten kuvajoukko on
yksikkdympyra uv-tasossa.
(ii)Koska joukko on nyt 1-sdteinen ympyré, jonka keskipiste on zy = 1, niin
a)-kohdan mukaan jokainen joukon piste voidaan kirjoittaa muodossa z =
1+ €%, missa ¢ € [0, 7). Talloin

11 14+e ¥ _ 14cosp—ising
1(z) = z 1+ev  (14+e9)(1+e9) 24 2cosep

1 sin

T2 2+2cos<p1'

Kun ¢ € [0,27), niin kuvaajaa tarkastelemalla voidaan todeta, ettd imagi-
naariosa Im(f(z)) kiy lapi kaikki arvot, joten kuvajoukko on uv-tason suora

1
u=3.

3. Integrandin nimittajan nollakohdat ovat z = 0 ja z = %
a) Molemmat nollakohdat ovat C':n sisdpuolella. Hajotetaan integrandi osamurto-

kehitelmalla muotoon
4z — 3 1 1
FE) = g = S+
2

222 -3z 2z 2

joten Cauchyn kaavan mukaan

/C f(z)dz = /C idz + /C ! dz =27i(1 + 1) = 4.

3
)



b)

Nyt vain z = 0 on C':n sisdpuolella. Kirjoitetaan Cauchyn kaavan kiayttoa varten

f muodossa
_9(2) o 423
f(z) = =, issd g(z) = 5,3

Koska g on analyyttinen C':ssé ja sen sisdpuolella, saadaan

/c f(z)dz = 27i - g(0) = 2mi.

Toinen tapa on a)-kohdassa lasketun osamurtokehitelmén hy6dyntadminen. Kos-
ka z = % on C'n ulkopuolella, saadaan samalla tavalla kuin a)-kohdassa Cauchyn
kaavan mukaan

/C f(z)dz = /C idz + /C L dz = 27i(1 4+ 0) = 27i.
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