Tekniikan matematiikka

Kompleksianalyysi (031077P)

1. valikoe 8.10.2018

1. Piirrd niiden kompleksilukujen joukko, jossa toteutuu ehto
a) 2°=1.
b) Re(z?%) = 0.

c) 1<[z/<2ja0<arg(z) <7

2. Tutki, missd pisteissi z = z+iy funktio f(z) on derivoituva, ja laske derivaatta f’(2)
kyseisissé pisteissa z, kun

a)

f(z) = 2* = 3oy* +i(32%y — 9°).
b)
f(2) = 3wy +iy®.

/C f()dz,

kun C' on ympyré |z — i| = 2 positiiviseen kiertosuuntaan kierrettyna ja

a)

3. Laske integraali
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Koekaavat

. e
sinz = y
21

e® = e"(cosy +isiny)

sin(z; + z2) = sin z1 cos z3 + €os 21 sin 2,
1

sin acos § = g[sin(oz — ) + sin(a + )]

logz=1In|z| +iargz

f(z) = [z +iy) = u(e,y) +iv(z,y)

1) =Y anlz — z0)"

YksikkGympyra

eiz + efiz
2
e” =cosz +isinz

COs z =

cos(21 + 22) = €Os 21 €OS 29 — sin 21 sin 29

cos acos 3 = %[cos(a — B) + cos(a + )]

e = |w| 1/nel (argw+k2m)/n
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z=z0

z(n—k) < X(z)z7F
Y (z) = H(2)X(2)

h(k) = %/H(z)zk_ldz
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Tehtavien ratkaisuperiaatteet

1.

a)

Kayttamélld eksponenttiesitystd z = rel% ja 1 = e*?7 k € Z saadaan
2
P=1ler=1]ja @zk%, k=0,1,2.
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Yksikkoympyrasta saadaan ratkaisuiksi zg = 1, 21 = lijazyg = —5—

Kyseinen joukko koostuu naista kolmesta pisteesta.
Kirjoitetaan z = x + iy, jolloin 22 = 22 — 3% + 2xyi, joten

Re(z) =2 =y =0 & ¢y =2 & |y| = |,
eli kyseinen joukko koostuu suorista y =z ja y = —ux.

Kiytetddn eksponenttiesitysté z = re'¥, jolloin annettu ehto voidaan kirjoittaa
napakoordinaateissa muodossa 1 <r < 2 ja 0 < ¢ < 7. Kyseinen joukko on siis
ympyrarenkaan osa.

Jatetdaan joukkojen piirtdmiset harjoitustehtéavaksi.

a)

b)

Kirjoitetaan f(z) muodossa f(z) = u(x,y) + iv(z,y), jolloin tehtévinannon
mukaan
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u(z,y) =2 = 3zy” ja w(z,y) =327y —y".
Funktiot u ja v ovat jatkuvasti derivoituvia, joten riittda tutkia, ovatko Cauchy-
Riemannin yhtéalot u, = v, ja u, = —v, voimassa. Laskemalla kyseiset osittais-
derivaatat ndhdaén, ettd Cauchy-Riemannin yhtalot toteutuvat kaikilla z,y €
R, joten f on derivoituva kaikkialla. Derivaatta on

f'(2) = ug (2, y) + ivg(z,y) = 32° — 3y* + 6xyi

Nyt u(x,y) = 3zy ja v(z,y) = 3°, jotka ovat jatkuvasti derivoituvia. Cauchy-
Riemannin yhtaloista saadaan yhtéalopari

ux:3y:3y2:vy ja uy, =3r=0= —0,.
Jalkimmaéisestd yhtélostd saadaan z = 0 ja edellisestd y — y* = y(1 — y) = 0,
joten f on derivoituva kahdessa pisteessd 2z = 0+i0 = 0jaz = 04+1i =1
Derivaatta on f'(2) = wu,(z,y) + iv.(x,y) = 3y kaikissa pisteisséd z = = + iy,
joissa f on derivoituva, joten

f0)=0 ja f(i)=
Funktion f navat eli nimittdjin nollakohdat ovat z = 0 ja z = £+/10i, joista ai-

noastaan z = 0 on integroimistien C' sisdpuolella. Néin ollen f voidaan kirjoittaa

muodossa
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e
f(z)_z(z2~|—10)_ PR I Tk

missd g on analyyttinen C'ssé ja sen sisapuolella. Cauchyn kaavan mukaan

/Cf(z)dz = /C %dz = 2rig(0) = %1.

Merkitéén g(z) = e * ja kiytetddn Cauchyn kaavaa derivaatalle, jonka mukaan

/f dz—% (3)(0):—51.
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