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Harjoitus 6, ratkaisut

Harjoitustehtavit

1.

2)

Osoittajatermilld ei ole erikoispisteité, silld e on analyyttinen, kun z € C ja e® # 0. Nimittdjan
nollakohdat ovat siis lausekkeen navat:

2(2+1) =04 2z =0(kl 2) tai
2 4+1=0& 2=+

Erikoispisteet ovat siis kl. 2 napa z = 0 ja kl. 1 navat z = +i. Maaritelmén 3 mukaan, jos zy on
erikoispiste ja f(z) = Y - an(z — 20)™, niin a_; on Res f(z) eli f(z):n residy pisteessi zp.
zZ=z0

n=—oo

Tutkitaan funktiota pisteessd zp = 0. Nyt OMK:n avulla saadaan
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Kun zp =0, residy a_; = 1.
Muihin erikoispisteisiin liittyvét residyt voitaisiin laskea samalla periaatteella, mutta edelli-
sestd huomattiin, ettd tdmé tapa on tyolds. Yksinkertaisemmin residyt saa laskettua kaavan

Res f(z) = lim (2 — 20) f(2) avulla. Kun zy = —i saadaan
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ja kun zg = i saadaan
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Merkitddn f(z) = tan(z) = Zf;(é)) = 28 Funktion erikoispisteet ovat h(z) = cos(z):n nolla-

kohdat:

cos(2) =0 & ZZ%—F]WT, keZ.



Niistd mikddn ei ole yhteinen g(z) = sin(z):n nollakohtien, z = km, k € Z, kanssa. Toisin
sanoen on voimassa h(zg) = 0, g(z0) # 0 ja lisiksi h'(z9) = —sin(zg) # 0. Erikoispisteet
20 = 5 + km, k € Z ovat kaikki siis kertaluokkaa 1 olevia napoja. Néin ollen residyt néissi
pisteissé saadaan laskettua luennoilla esitetyn kaavan mukaisesti:

Resf(z) = 9(z0) = sin(zo) =1

z=z0 © W(z) —sin(zo)

Residyt ovat siis kaikissa erikoispisteissé samat.

Selvéstikin funktion f(z) erikoispiste on kohdassa z = 0. Luennoilla on esitetty funktion sin(z)
Taylorin sarjakehitelmé (zp = 0) :
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sin(z) = z , joten
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Huomataan, ettd funktion f(z) = 2* sin(%) Laurentin sarjassa negatiivisten potenssien termeja

on rajattomasti. Ei siis ole olemassa lukua [ siten, ettd a_j, = 0 kaikille luvuille £ > [. Tdméan
vuoksi piste zp = 0 on oleellinen erikoispiste ja sen residy Reg f(z)=a_1 = ﬁ
z=

Nimittijissd olevan toisen asteen polynomin P(z) = 22+ 22+ k? diskriminantti on D = 4 —4k?
joten meilld on kaksi tapausta
(i) k < 1, jolloin polynomin molemmat nollakohdat ovat reaalisia. Toisen asteen yhtdlon rat-
kaisukaavasta saadaan polynomin nollakohdiksi

zp ==-14++vV1-k? ja z_=-1—+1-—k2%

Koska
—1—-y1-k2<-1 ja —-1<-1+V1-k2<-14+1=0,
—— ——

>0 <1
on z_ aina joko yksikkdympyrin kehélld tai yksikkoympyrdn ulkopuolella. Edelleen, jos
k=1, on z+ = —1 yksikkympyran kehéll4, ja jos k < 1, on z; yksikkdympyrén sisélla.
(ii) k > 1, jolloin polynomin molemmat nollakohdat ovat kompleksilukuja. Toisen asteen yh-
télon ratkaisukaavasta saadaan polynomin nollakohdiksi

2 =—14+ivk2 -1 ja 2_=-1-iVvk?-1,
jotka molemmat ovat yksikkdympyrian ulkopuolella, silld Re(z1+) = —1 ja Im(z4) # 0.

Merkitéadn yksikkokiekkoa symbolilla D = {z € C : |z| < 1}. Yksikkdympyrén sisdpuolella
olevien napojen lukuméara on

1, kun k<1,

eh: 2= =
#z = 2sd {0, kun k£ > 1.

Edellisen kohdan perusteella polynomilla P(z) on kaksi nollakohtaa, kun k # 1, ja yksi nolla-
kohta z1 = —1, kun k£ = 1. Néin ollen navat ovat yksinkertaisia, kun & # 1, ja napa z; = —1
on kaksinkertainen.




Otetaan esimerkkini z, = —1 + v/1 — k? tapauksessa k < 1. Ylldolevan kaavan mukaan
. Z— Z4 1 1
R 2=z frg 1 frd frd frd .
€S +f(2?) zigl+ (Z*Z_._)(Z*Z_) Zy — 2 9 /;1_k2

Muut tapaukset voidaan laskea vastaavasti.

Kaksinkertaiselle navalle z4 = —1 residyksi saadaan
. d [(z+1)?
Resensf ()= tim, 3 ({5575) =0

silld vakiofunktion 1 derivaatta on nolla.
Kootaan edelld todettu yhteen

1
:I:W, kun k < 1,
Res,—., f(z) =<0, kun k =1,
1 .
$2\/ﬁ17 kun k > 1.
Merkitésn [ ;4111 dz = [ f(x)dz. Teorian mukaan timén tyyppinen epéoleellinen integraali
voidaan laskea residyjen avulla kaavalla [* _ f(z)dz = 2i > tm(z)>0 Res f(2), missé pisteet zj, ovat
Z=Zk

eristettyjé erikoispisteitd. Tésséd tapauksessa erikoispisteet ovat f(z) = ’;8 ‘n navat:

g(2) =2 +1=0 & 2= £ =0,1,2,3.

Nimittajélla ja osoittajalla ei selvésti ole yhteisid nollakohtia, joten nimittdjéan nollakohdat ovat
funktion f(z) 1. klin napoja. Ma#ritaan residyt navoissa, jotka sijaitsevat ylemméssé puolitasossa.
Kun 2o = €T, Im(29) > 0 ja ¢'(2) = 42%:
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Kun z, = €%, Im(z;) > 0:
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(1—1)) = g(l + (V2 - 1)i).

Koska muut navat sijaitsevat alemmassa puolitasossa, niitd ei tarvitse huomioida. Integraalin arvoksi
saadaan

/°° fl@)dz =2ri Res f(2) = 27 (—‘f(l + (V2 + 1)i) + @(1 + (V2 - 1)1))

8
Im(zr)>0
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Lasketaan integraali [ [H(f)[*df = [ Wd f residyjen avulla. Tissi tapauksessa eri-

|2 _ h(z)

koispisteet ovat |H(2) 3() 1 navat:

g(z) = 2* +102% + 9 = 0, merk. w = 2>
s w4+ 10w+9=0

—10+ /100 — 4 -
w = 0 200 J = —5 £ 4 jolloin

+3i
r=+y/ 5Etd= {i, !

1.



Maarataan residyt navoissa, jotka sijaitsevat ylemméssa puolitasossa. Naméa navat ovat zg = i ja
21 = 3i. Nyt ¢'(z) = 423 + 20z, joten residy pisteessi zp =i on

2 _ h(z0) 9 9 9

Res|H(z)] sy

2=z g’(zo) - 428 + 20z

ja pisteessa z; = 3i

h(z1) 9 9 3

Res |H(2)|? = _ _
es| H(2)] —108i+ 601 16

z=2z1 g’(zl) - 4Z§ + 2024

Koska muut navat sijaitsevat alemmassa puolitasossa, niitd ei tarvitse huomioida. Integraalin arvoksi
saadaan

/oo |H(f)?df = 2ni Z zli?zif(z) —omi (_196i . 1361)
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Koska 2|H(0)]? = 2, niin
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Merkitdén S(f) = sl = M) Tasketaan Funktion S (2) navat:
f14+20/2+100 — o(f)" '

2* 42022 + 100 = 0, merk. w = 22
< w? 420w+ 100 =0

Lo 20k ;100 —400 _ 40 (k. 2)

= z=4v—10 = +iV10 (kL. 2).

Nimittéjan nollakohdat ovat erit kuin osoittajalla, joten S(z):n navat ovat z = =£iv/10 (kl. 2).

Funktiolla S(z) ei siis ole reaalisia napoja. Toisen kertaluokan napa zy = iv/10 kuuluu ylempééin

puolitasoon. T#t# pistettd vastaava residy on ResS(z) = [<(z — 20)25(2)] imsy - NYE
zZ=z0 -
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ja edelleen
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Tehoksi saadaan néin

Res S(z) =

Z=Z0

P= /OO S(f)df = 27TiZR:eZsS(z) = \/217()”.



Maaritelman mukaan Fourier-muunnnos on

1

F(a/) = / me_iazdx.

Lasketaan muunnos residylaskun avulla. Sitd varten pitdd laskea funktion f navat. Nyt nimittdjan
tekijéiden jako on helppo ja saadaan

1

o= =T

Kaytetdan luentokalvojen viikon 6 Lausetta 5, jonka mukaan riittdd tarkastella ainoastaan ylem-
méssé puolitasossa olevia napoja. Koska z =i on ainoa ylemmén puolitason napa ja sen kertaluku

on kaksi, niin
d ias B d e—iaz
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F(a) = 2niRese 9% f(z) = g( a+1)e

z=1

Res e 9 f(2) =

z=i
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Residylauseen mukaan

g (Ja] + 1) el kun a < 0.

Koska f on parillinen ja reaalinen, my6s sen Fourier-muunnos on parillinen ja reaalinen, joten

F(a) = = (la| +1)e7!9, kun a > 0.
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Edellisten perusteella

F(a) = 5 (la] + 1)1

T
2
kaikilla a € R.



