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Harjoitus 7, ratkaisut

Harjoitustehtavit

1. a) Hahmotellaan ensin jonoa (co(n))3,. Koska €™ = (—1)", on jonon joka toinen termi nolla ja
joka toinen termi on yksi. Jono (c2(n))S2, on siis muotoa
(c2(n))py = (1,0,1,0,1,0,...).
Y14 olevasta esityksestd nahdéaén, ettéd jonolla (c2(n)) kertominen nollaa parittoman indeksin
termit jonosta (z(n)), eli
(z(n)ez(n))nzo = ((0),0,2(2),0,2(4),0,...).
Tamaén perusteella

Z z(n)ca(n)z™™? = 2(0) 4+ 0-2(1)z" 2 + 2(2)27L + 0 2(3)27%2 + 2(4)2"2 + ...,
n=0
jonka perusteella

Z z(n)ez(n)z"™? = Z x(2k)z7F.
n=0 k=0
Koska c2(2k) = 1 kaikilla k € N, on z(2k) = x(2k)c2(2k) kaikilla k& € N ja paddytaan tulokseen
Z x(2n)ca(2n)2z" = Z z(n)eg(n)z""/2,
n=0 n=0

b) Maiaritelmén mukaan desimoidun signaalin Z-muunnos on

Xi2(2) = Z zp2(n)z" " = Z z(2n)z7".
n=0 n=0

Tasté ei vield ndhda, miten desimoidun signaalin Z-muunnos voidaan laskea alkuperéisen jonon
(z(n))ply Z-muunnoksen avulla. Mutta jos termid x(2n) kerrotaan luvulla ¢2n) = 1 (eli ei
tehda kiytdnnossi mitddn) ja kiytetddn a)-kohdan tulosta saadaan

Xia(z) = Y aln)ea(m)s /% = 33 alm)e 4 5 3 () (<112
n=0 n=0 n=0
1 & U .
P XULCREE PIOIED
= SX(V3) + 3X(~V3),

missé X (z) on jonon (z(n))52, Z-muunnos.
2. Siirtofunktion nimittédjan nollakohdat ovat
P4+ T72+12=0 & z=-3taiz=—4.

N&amé ovat myds H(z):n navat (kl. 1), silld osoittajan nollakohta on 0. Impulssivaste saadaan las-

kettua nyt residylauseen avulla (erikoispisteet z; = —3 ja zo = —4):
1 1 1 k
h(k) = — [ H(2)zF 'dz = —/ f(zx)dz=— S A—,
27i Jg, 27 Jg 27i Jg (2 +3)(2 +4)

k k

= BesJ(2) + Res /) = lim, (= +3) gy TG Y ey
— (_f’)k + <i41)k _ (_1)k(3k _4k).

Impulssivaste on siis h(k) = (=1)k(3* +4F), k=0,1,2,....



3.

Siirtofunktion nimittdjén nollakohdat ovat

z2+z+i—0 & z——§taiz——1
16 T4 T4

Namé ovat myds H(z):n navat (kl. 1), silla osoittajan nollakohta on 0. Impulssivaste saadaan las-

kettua nyt residylauseen avulla (erikoispisteet z; = —32 ja zo = —1):
1 1 1 k
h(k) = —/ H(z)z"1dz = — f(zx)dz = — %dz
2mi Jg, 27 Jg, 27 Jg, (z + Z)(Z + Z)
= Res f(z) + Res f(z) = lim (2 + %L—&— lim (z+ E)L
2=—3 =1 N N CR D CR S D R S A R MERY
=DF (=)

= (-1)F2-2-3%)47F

Impulssivaste on siis h(k) = (=1)¥(2 —2-3K)47% k£ =0,1,2,....

Teorian mukaan taajuusvastefunktio saadaan jonon diskreettind Fourier-muunnoksena: H(w) =
F{h(n)}(w) = D07, h(n)e " Taajuusvastefunktio on siis

H(w) = i h(n)e " = 22: h(n)e™“" = h(0) + h(1)e ™ + h(2)e ™12
n=0 n=0
=142 W e W= WY L2+ W)= (2 +2. W)
=e ¥ (2cosw + 2)
Amplitudivaste:
|H(w)| = |e7||2cosw + 2| = 2cosw + 2
Vaihevaste:

f(w) = argH (w) = arg(e ) + arg(2cosw + 2)

= —Ww.

Lasketaan differenssiyhtélon puolittainen diskreetti Fourier-muunnos:

V(w) = 1X(w)e ™ + 1 X (w)e ™ + 1 X (w)e 2
=(;+ ieiiw + ieii%) X(w)
= H(w)X (w)
H@)=f+ e+ o™ =e™ (3 4§+ §e)
e (o )
= 1(2cos(w) + 1)e ™ = R(w)e )
Ampliditudivaste:

|H(w)| = |R(w)| = }[2cos(w) + 1]
Vaihevaste:

O(w) = arg(H (w)) = arg(2cos(w) + 1) + arg(e ™)
_ )W, kun 2cos(w)+1>0
B kun 2cos(w)+1<0

T—w,
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Amplitudivasteen nollakohdat w:
1 2w
14+2cosw=0 & cosw:—§ & w:j:?+n27r, nez

Nollakohdista vélillé [—m, ] ovat pisteet —2T ja ZT.

Amplitudivasteen kuvaaja

o] —
L

; ¢ f ; T :
-2 _4m _2m 0 2n 4n 2n

Lasketaan ensin taajuusvastefunktio siirtofunktiota H; vastaavalle osalle (suodattimelle). M&aritel-
mén mukaan taajuusvastefunktio on

Hi(w) =Hy(e¥) = —1 427 —2e7 2 4 71,

Puolitetaan korkein taajuus 4w, jolloin padstiin kiyttdmaan Eulerin kaavaa ottamalla e ™12

seksi tekijéksi. Talloin

yhtei-

Hy(w) = e 29 (el 4 261 — 271w 4 7120 — 71299 4in(2w) + 4isin(w)).

Kéayttamalld sinin yhteenlaskukaavaa sin(2w) = 2sinw cosw saadaan edellisesté

2 — 4isinw(1 — cosw)e 2

—1i

Hy(w) = (—4isinwcosw + 4isinw)e

josta ndhdédén, etté vaihevaste on lineaarinen, silld i aiheuttaa 7/2:n vaihesiirron ja sinw aiheuttaa
m:n vaihesiirron, kun sinw < 0. Vaihevaste on siis

— 2w, kun sinw >0,

wein() - {

37” — 2w, kun sinw < 0.

Edelld lasketun perusteella jalkimmaisté siirtofunktiota vastaavan osan (suodattimen) taajuusvas-
tefunktio on

Hy(w) = (4isinw(1l — cosw) + 1)e 2%,

joka voidaan Eulerin kaavalla e 2% = cos(2w) — isin(2w) saattaa perusmuotoon

Hy(w) =4sinw(1l — cosw) sin(2w) + cos(2w) + i(4dsinw(1 — cos w) cos(2w) — sin(2w)).
Vaihevasteen epélineaarisuus ndhdédn esimerkiksi piirtdmalld funktion

Im(Hy(w))\ arctan 4sinw(1 — cosw) cos(2w) — sin(2w)
Re(lb(w))) = arct <4sinw(1 — cosw) sin(2w) + cos(2w)>

arctan (

kuvaaja vaikkapa graafisella laskimella tai tietokoneella.

Tiedonkeruulaitteen osaksi kannattaa valita se, joka vastaa siirtofunktiota Hj.



