Kompleksianalyysi, syksy 2018

Harjoitus 5, ratkaisut

Harjoitustehtavit

1. Nyt limRe z, =2 ja lim|Im z,| = lim &4 =0, joten limIm 2z, = 0 ja edelleen lim z,, = 2.
n—0 n—0 n—0™ n—0 n—0

—arctan(s35), n=1,3,5, ...
Luvun z, argumentin paaarvo Arg z, = 52”2)
arctan(g=), n = 2,4,6, ...

Nyt limArg 2z, = —arctan(0) = 0, kun n on pariton ja lim Arg z, = arctan(0) = 0, kun n on
n—0 n—0

parillinen, joten jokaiselle € voidaan 16ytdéd sellainen n, ettd |Argz — Argz,| < e. (Parittomien n:n
arvojen mukainen jono ldhestyy 0:aa negatiiviselta puolelta ja parillisten positiiviselta puolelta).
Luentoesimerkissé raja-arvoa ei ollut, koska ldhestyttéva piste oli eri parillisille ja parittomille n:n
arvoille.

2. a) Sijoittamalla z = ¢!® geometrisen summan kaavaan
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joten
_ sin(29) i(wt438/2) | _ sin(20)
f(t) =Re (sin(é/Q)e = Sn(0/2) cos(wt +39/2).
Merkitaan
sin(20)
- 1
k() sin(§/2)’ (1)
jolloin amplitudi on
A(6) = |R(3)] (2)
Amplitudin maksimiarvo voidaan katsoa vaikkapa funktion R(d) kuvaajasta, josta nahd&én,

ettd maksimi on 4 ja se saavutetaan, kun viive on § = 0. Téssa arvo nollassa voidaan laskea
raja-arvona 0 — 0. Toinen tapa on erottaa tapaukset 6 = 0 ja § # 0. Kun 6 = 0, niin

f(t) = Re4e'“! = 4cos(wt).
Tapaus ¢ # 0 on kisitelty edell4.
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Kuva 1: Funktion R(4) kuvaaja yhden jakson yli, josta nahdé&én, ettd amplitudin maksimi on 4.



Asriarvo voidaan laskea myos normaalilla diriarvotarkastelulla. Kayttdmilld kaksinkertaisen
kulman kaavoja saadaan

_ 2sin(d) cos(d)  4sin(6/2) cos(6/2)(2cos?(6/2) — 1)
R(9) = sin(6/2) sin(4/2)
= 4co0s(6/2)(2cos%(6/2) — 1), 0 # k.

Jos yll& merkitddn y = cos(§/2) ja tarkastellaan dériarvoja vililld [0, 1], ndhdéén, ettd maksi-
miarvo on 4 ja se saavutetaan, kun y = cos(6/2) = 1, eli kun § = 0.
Kuvasta 1 nékyy, ettd funktio R(J) saa myos negatiivisia arvoja. Koska amplitudi on funktion
R(9) itseisarvo, nahdéén, ettd vaihekulma ¢ riippuu funktion R(J) merkistd. Kun R(4) < 0,
niin f voidaan kirjoittaa muodossa
f(t) = R(9) cos(wt + 35/2) = —|A(9)]| cos(wt + 3§/2) = |A(9)] cos(wt 4+ 36/2 + ),
silld — cos(x) = cos(z + ) kaikilla z € R. Tamén perusteella f(¢) voidaan kirjoittaa muodossa
f(t) = A(9) cos(wt + ¢),
missa

38 kun R(6) >0
= p(6) =4 2’ <0
¢ = ¢(6) {325 +m, kun R(J) <0,

sekd R ja A on méadritelty kaavoilla (2) ja (2).
Olkoon nyt

fi) = Z Ay, cos(wt + Oy,)

k=0
edellyttien, ettd sarja suppenee. Jos |Ax| < Ck~%, missd o > 1, niin sarja suppenee itseisesti,
silla

Z | A cos(wt + 85| < Z |Ax| < Cz:k_CY < 00.
k=0 k=0 k=0

Jos taas a < 1, niin yleisesti sarja ei suppene itseisesti. Esimerkiksi, kun éx = k27 ja Ay = k~%,
niin
o0
f(t) = cos(wt) Zk_o‘ =00, a<l.
k=0

Geometrisen sarjan summakaavan avulla
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Funktiolle voidaan muodostaa myos Taylorin sarja, f(z) = >
muutamia derivaattoja yleisen termin 18ytymiseksi.

(z — z0)™. Lasketaan

16 ==
106 = 5
O = =22
() = 25
= f () = (=1)"n!



Nyt siis zg = 2, joten
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kun |z — 2| < 2, silld sarjan suppenemisside voidaan laskea kaavalla
n n+1
D" G |
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Edellisen perusteella f(2018)(2) = 523189’ ja suppenemisside R = 2.
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4. a) Kéiytetddn vihjettd ja kirjoitetaan H(z) muodossa

oo o

1 1 1 1
H = = — [ _277«: _1n2n—1.
Geometrisen sarjan summakaavan kiyttd oli luvallista, silld | — 22| < 1 & |z| < 1. Tehdéén
indeksinvaihto n = —k, jolloin siirtofunktio voidaan kirjoittaa muodossa
0 00
H(z)= ) (-D)f D= 3" hn)2",
k=—o0 n=-—oo
josta voidaan lukea impulssivaste
h(n) = (—1)*, kunn.:QkJrljak:foo,...,fQ,fl,O,
0, muulloin.
b) Kun |z| > 1, kirjoitetaan
1 1 1
H = == .
1(2) 1422 221—(—272)
Koska | — 272 < 1 & |z| > 1, voidaan jilleen kilyttd# geometrisen sarjan summakaavaa ja
saadaan
H(Z) _ i i i k i i k —2k _ i(_l)k2—2k—3
T 31— —2) 3 T3 -
k=0 k=0 k=0
=D (=1)Fm M = N h(n)z 7,
k=0 n=—o0

josta voidaan lukea impulssivaste
Mm::(—uh hmn%2k+3ﬁk:0Jﬂw“,
0, muulloin.

5. Lasketaan OMK:
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Koska |z| > 1, niin
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Viimeinen yhtédsuuruus voidaan perustella vaikkapa summausindeksin vaihdolla k <+ [ 4+ 1 ja vaih-
tamalla lopuksi [ takaisin k:ksi.
Koska |z| < 3, niin
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Niin ollen Laurentin sarja on

oo
Z arpz®, 1<z <3,

k=—oc0
missé
O Kk k>0,
ar = (C1)k+1
> kun k S 1.
Kun |z| > 3, niin termi ﬁ voidaan kehittdd kuten a)-kohdassa. Toinen termi taasen kehitetdén
seuraavasti
1 11 Ly g,k oy (T
— = . 5
2(z+3) 221—( 3/z) sz:O ; 2 (5)

Yhdistdméllad summat (3) ja (5) saadaan
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Kun |z| < 1, niin termi 2(#3) kehitet#ifin kuten a)-kohdassa. Toinen termi kehitetiéin seuraavasti
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Yhdistaméilld summat (4) ja (6) saadaan
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