Kompleksianalyysi, syksy 2018

Harjoitus 4, ratkaisut

Harjoitustehtavit

1. Parametriesityksen avulla integraali [, f(z)dz voidaan esittédé muodossa f: f(z(8)2'(t)dt

a) Nyt C: z(t) =t3+it, joten 2/(t) = 2t+i, 0 <t < lja f(2(t)) = 2(t)? = (> +it)? = 1+ 2it3 2.
Integraaliksi saadaan
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b) Lasketaan integraali kullekin osapolulle C; erikseen. Ensiksi C; : z(t) =t, joten 2/(¢t) =1, 0 <
t <1, ja saadaan

1 1
1, 1
= tt: — 2:7.
. f(2)dz /0 d 0/2t 5

Osapolulle Cy on 2/(t) =i 0 <t < %, ja [2(t)| = 1, joten

s
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f(z)dz = /2 ieltdt = / el =i—1.
Co 0 0

Viimeisimmalle osapolulle C5 on z/(t) = —i ja |z(t)| = 1 — ¢, joten
1
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Kokoamalla edellé lasketut integraalit yhteen saadaan kayrédintegraaliksi
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polku C' b):ssé

Kuva 1: Tehtédvén 1 polut

2. Samalla tavalla kuin tehtévissd 1 voidaan todeta, ettd parametriesityksen avulla integraali [ o f(z)dz

voidaan esittédd muodossa f; f(2(6))2'(0)d0. Ympyrin C erds parametriesitys on z() = 1 + e'?,
0<0<2m.



a) Nyt f(2(0)) = 2(0) = (1+¢ )2 =1+ 27 4 0120 ja 2/(8) = i, joten

27
/ Z2dz = / (1+2e710 4 e712%)iei%dg
c 0
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= / (ie' + 2i +ie™%)dh
0
27

= / (e 4 2i0 — e71%) = 4.
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b) Nyt f(2(0)) = 2(0)? = (1 +€'9)2 =1 + 269 + €12 ja 2/(0) = ie'?, joten
2
/ 22dz = / (1+ 26" + e2%)ieldp
c 0
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silld e* on 2mi-jaksollinen.

Koska C on sulkeutuva kdyri, niin a)-kohdassa ei voi olla olemassa integraalifunktiota, silld integraali
yli sulkeutuvan kiyrdn hévidisi luentokalvojen tuloksen Seuraus 1 mukaan.

Toisaalta b)-kohdassa selviistikin F'(z) = $z° on funktion f(z) = 2? integraalifunktio, joten

/ fz (2(2m)) — F(2(0)) = 0,

silla kdyra on sulkeutuva.

Tissi tapauksessa C : 2z(0) = €, 2/(0) =ie'?, 0< 0 < 7 ja
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Cauchyn lauseen mukaan fc g(z dz =0, jos g(z) on analyyttinen sulkeutuvan C':n sisilld. Toisaalta

Cauchyn kaavan mukaan g(zp) 27” fc J (Z) dz kun zy on C:n sisalla.

a) Sovelletaan Cauchyn kaavaa funktiolle g( ) = e~ 7 pisteessd zg = i, jolloin
/ f(2)dz = 2mig(z0) = 2mie” 2! = 2n.
c

b) Integrandin ainoa napa on zy = —%, joka on C'n sisdpuolella. Sovelletaan Cauchyn kaavaa
funktiolle g(z) = z/2 pisteessé zg, jolloin

/Cf(z)dz = 27ig(z0) = 2mi - (i) _ 7311

¢) Integrandin f(z) navat ovat zp = 0,21 = 2v/2i ja 2o = —24/2i, joista ainoastaan z; = 0 on
kiyran C' maaraamassd neliossd. Sovelletaan Cauchyn kaavaa pisteessd zg = 0 funktiolle
() cos z
z) = ,
g 22+ 8

joka on analyyttinen C:n sisdpuolella ja C':ssd. Cauchyn lauseen mukaan

/ F(2)dz = 2rig(z0) = 2mis = T,
. 8 4



Jatetddn polun piirtdminen opiskelijalle.
Lasketaan ensin integroitavan funktion navat:
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Muodostetaan tdmén jalkeen OMK:

4z A B (A+ B)z —iA+3iB

2122+3 243 z-1i 22 42iz+3
A+B =4 A =3
54 <~
3BB—A =0 B =1.
Integraali voidaan siis kirjoittaa muotoon

7 :/ 4zsin(z) 1 / 3sin(z) n sin(z)dz
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Ensimmaéisen integraalin arvo on 0, silld sen integrandin napa on integroimistien rajoittaman alu-
een ulkopuolella ja 3sin(z) on analyyttinen ko. alueessa. Cauchyn kaavan mukaan jalkimméaisesti
termista saadaan (f(z) = sin(z) ja zg = 1):

7 :/ sm(z.)dz
lz|l=2 # 1

= 2risin(i) = 2ri - 21 (e — i)

:71'(6_1—6). 1

Kun zy on integroimistien C' rajoittaman alueen sisdpuolella, integraalin arvo voidaan maérittaa
2z
kiiyttamalli Cauchyn kaavaa derivaatalle: f(™)(zp) = 22 [, %dz Kun merkitéén [, Srdz =

Jo %dz7 huomataan, etti tissi tapauksessa f(z) = e?*, 20 = 0, n = 2 ja fP)(2) = 4e**. 2

on sulkeutuvan integroimistien sisélla, joten integraalista saadaan

2z 27
e—,dz - 46?0 = 4i.
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