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Harjoitus 3, ratkaisut

Harjoitustehtavit

1.

a)

Kaytetaan yhdistetyn funktion (g o h)(z) = g(h(z)) derivoimissdantoa
(g0 h)(2) = g (h(=)I'(2)

funktioille h(z) = 1 — 422 ja g(z) = 2*. Derivaataksi saadaan
f(z) = —242(1 — 42*)%

Téaméa voidaan laskea kahdella tavalla. Ehképéa luonnollisin tapa on kiyttda derivaatan méari-
telméa

. +h)— f(z)

o i £C |

F'(z) s h

Jos ylla erityisesti valitaan h € R ja merkitdén f = u + v, niin saadaan

F(2) = uz (2, y) + iva(2,y),
missé u, ja v, tarkoittavat funktioiden u ja v osittaisderivaattoja reaalimuuttujan x suhteen.
Koska nyt
u(z,y) =e % (zsiny — ycosy)
ja
v(z,y) =e ¥ (ysiny + xcosy),
niin tulon derivointikaavalla saadaan
Uy (z,y) = —e Txsiny + e Fsiny + e Ty cosy
ja
ve(x,y) = —e Pysiny — e Txcosy +e 7 cosy.
Siten
f(z) = —e "xsiny +e “siny +e “ycosy +1i (fe*"”z cosy +e Fcosy —e “ysin y) .

Toinen tapa on péitelld “ohtaluulla” f:n lauseke z:n funktiona ja kiyttda tunnettujen funktioi-
den derivointikaavoja. Sitd varten kirjoitetaan f muodossa

f(2) = —ye ™ (cosy — isiny) + ize ® (cosy — isiny) = —ye e ¥ +ize”e Y,

missé kiytettiin Eulerin kaavaa e¥ = cosy + isiny. Edellisestd saadaan
f(z) = —ye % +ize " =ize™?,

jonka derivaataksi saadaan tulon derivoimissaanndlla
fl(z)=ie"? —ize * =i(z — 1)e” 7,

joka on luonnollisesti sama kuin aiemmin laskettu, mutta hieman natimmassa muodossa.

Koska f(z) on moniarvoinen, ei derivaatta ole jirkevé kisite, ellei kiinnitets haaraa. Kirjoitetaan

w = 2!/2 jolloin w? = z ja eksponenttiesityksen avulla saadaan kaksi vaihtoehtoa:
. Arg(2) . ./ Arg(2) . Arg(2)
w = |22 "3 tai w= |z|1/2el( ) —|z|Y2e 75,

Molemmissa haaroissa jokaista 0 # z € C kohti 16ytyy tasan yksi w € C, jolle w? = z, eli
g(z) = 2% on funktion f(z) = z!/? kiisinteisfunktio. Tallin kiisnteisfunktion derivoimissiinnon
mukaan

1
f'(z : g(w).
()= s, 2= (W)
Koska ¢’ (w) = 2w = 22'/2, niin juurifunktion derivaatta on
1

f’(z)zm

molemmissa haaroissa. Koska nelidjuurifunktio = — /2, 2 € R, ei ole derivoituva nollassa, ei
juurifunktio f(z) ole derivoituva origossa z = 0.



a) Merkitddn z =  + iy, jolloin f voidaan kirjoittaa muodossa

1 z z x Yoo,
f(z):;:%:W:z2+y2_x2+y21’ 2 #0,
joten
T . Y
u(z,y) = Ref(z) = 2ty ja v(z,y) =Imf(z) = _W.
Osittaisderivaatat saadaan osaméérin derivoimissdannolla. Ensiksi
v — 1- (2?2 +9y%) —x- 22 _ 2% —qy? ia :71-(x2+y2)7y~2y _ y* —a?
(22 1 y2)? (22 + y2)2 Y (22 + y2)2 (22 1 y2)?’
joten u; = v,. Toisaalta yhdistetyn funktion derivoimisséénnosté saadaan
2xy . 2xy
R A
joten u, = —v,. Koska u ja v ovat madritysjoukossaan jatkuvasti derivoituvia ja toteuttavat

Cauchy-Riemannin yhtélot, on f(z) = 1/z derivoituva kaikilla z # 0.
Derivaatta on

. ou(x, CO0v(x, 2 g2 . 2
Flotiy) = (@,y)  ;Ov(@y) _ i
Ox Ox (2 +y?) (x2 + y?)
Huomaa, etti —z2 = y? — 22 + 2zyi ja ettid (22 + y2)? = |2|* = 2222, joten saatu derivaatta
voidaan kirjoittaa muodossa
2
, Z 1

Je) = T 2

ja siten on sopusoinnussa tutun derivointisdéinnén (1/z) = —1/z? kanssa.

b) Nyt u(z,y) = 22 ja v(z,y) = y?, joten Cauchy-Riemannin yhtildiden mukaan on oltava
Uy =20 =vy, =2y & x =Y.

Toinen Cauchy-Riemannin yhtéls u, = —v, on triviaalisti tosi, sillé u ei riipu y:sté ja v ei riipu
x:stéd. Koska w ja v ovat jatkuvasti derivoituvia suoralla y = x, niin luentojen mukaan f on
derivoituva suoralla y = x ja

ou(z,y) n iav(m, y)

= 2x.
6$ Yy=x 81” y=x v

[z +iz) =

¢) Koska
2Im z = (z + iy)y = zy + iy,

niin u(x,y) = 2y ja v(z,y) = y?. Polynomifunktioina u ja v ovat derivoituvia ja derivaatat ovat
jatkuvia kaikkialla. Cauchy-Riemannin yhtdlot ovat nyt

Uy =Y =0y =2y Ja uy=x=—v, =0,
jotka toteutuvat ainoastaan origossa. Koska lisdksi u ja v ovat jatkuvasti derivoituvia, niin
luentojen mukaan f on derivoituva ainoastaan origossa, jossa

£(0) = u,(0,0) + iv,(0,0) = 0.

Funktio u(z,y) on harmoninen, jos 827; + gz;; = 0. Lasketaan osittaisderivaatat:

ox

du 0%u

— =2—32% + 3%, — = —6u,
Ox Ty 022 X
ou 0%u

== = 6ay, — = 6z.

dy Y Oy? v

Koska % + gi; = —6z+6x = 0, on funktio v harmoninen ja se voi olla jonkin analyyttisen funktion

f reealiosa. O%koon f =wu+iv. C-R yht&lot ovat voimassa analyyttisille funktioille, joten on oltava

ou 9 5 Ov
%—2 3z° + 3y =% ]/dy

v(z,y) = y* + 2y — 32°y + B(x).



Derivoimalla v z:n suhteen saadaan

ov
== B'(z).
o 6xy + B'(x)
C-R:n mukaan
ov ou

- T —6zy + B'(z) = —6zy

dy
& B'(x)=0 ’/da:
B(z)=C, C eR.
Niin siis v(x,y) = y° + 2y — 322y + B(z) = y> + 2y — 32%y + C ja
flz +iy) = u(z,y) +iv(z,y) = 22 — 23 + 3y +i(y® + 2y — 32%y + C).

Kuvauksen konformisuus on mééritelty viikon 3 luentokalvoissa Mé&ar. 3:ssa. Tutkitaaan nyt funk-
tiota f(z) = 22 pisteessii 29 = 1 + 2i kiiyrien ¢1(t) = 1 + it ja co(t) = t + 2ti avulla. Piste 25 on
molempien kiyrien piste, silld ¢;(¢1) = ¢1(2) = 1 + 2i ja ca(t2) = ca(1) = 1 4 2i. Kéyrat(suorat) siis
leikkaavat téssd pisteessé.

Olkoon
di(t) = fler(®) = ()P =1 +it) 2 =1+2ti—t> =1 —t* + 24 ja
do(t) = f(ca(t)) = (c2(t)?) = (t + 2t)? = 1* + 4t%1 — 442 = —31% + 4¢%i.

Lasketaan kdyrien c; ja co sekéd kuvausten dy ja do derivaatat:

At)=i

cy(t) =1+ 2i,
di(t) = -2t +2ija
dy(t) = —6t + 8ti.

Tutkitaan kuvauksen venytysta r ja kiertokulmaa 6 pisteessi zg. Piste zo on kityrédn c;(t) piste, kun
t = 2. Talloin d)(2) = —4 + 2i,

141(2)] = V(42 T 22 =25 = 1|¢; (2)| = 7 ja
arg(d}(2)) = arctan (24> + 7+ k27 = g + k27 = arg(c}(2)) + 0

@6—7T+ t 2
—2 arctan 1 .

Piste zp on kiiyrén ca(t) piste, kun ¢t = 1. Talloin df(1) = —6 + 8i,

|dy(1)] = /(—6)2 + 8% = 10 = 2V/5 - V5 = r|ch(1)| ja
arg(dy(1)) = arctan (86> +m+ k27

2 2
= arctan <1) + g + arctan (4) + k27 = arg(ch(1)) + 6

Konformisuutta koskevat ehdot siis téyttyvit niille kahdelle suoralle pisteessé zp, silld venytys ja
kiertokulma ovat samat. (Kuvatut kdyrét ovat derivoituvia pisteessd zo)

a) Luentojen Lauseen 4 mukaan, jos f on analyyttinen ja f'(z9) # 0, niin f on konforminen
pisteessé zg. Tutkitaan Joukowskin funktion f(z) = f(z+iy) = x+iy+ xiiy =x+ gz Hily—
ﬁ) analyyttisyys C-R:n yhtéloiden avulla. Nyt siis u(x,y) = =+ eyl v(z,y) =y—

Y
2 +y2 I

ou 1 1 222

or +x2+y2 B (x2+y2)2




2 _ .2
y°—x v .
1L g -+ X
T oy "
ou 2xy ov

oy (@P+y?? Ox

~—

joten funktio on analyyttinen (osittaisderivaatat jatkuvia alueessa ().
Tutkitaan Joukowskin funktion derivaattaa:

1
f’(z)zl—z—zzo & 2=+l

Joukowskin funktio on siis konforminen kaikkialla alueessa 2, paitsi pisteissd z = £1.

Varaus liikkuu kompleksisen potentaalifunktion f(x +iy) = u(z,y) + iv(x, y) médrddmén vir-
tausfunktion v(z,y) tasa-arvokiyrié pitkin. Edelld tutkittiin, ettd Joukowskin funktio on ana-
lyyttinen ja f'(z) #0, z € Q, z # £1. Virtausfunktion tasa-arvokdyrét ovat nyt

Y =y— > =d, dEeR,
v y) =y - 5 "
eli varaus liikku pitkin kdyria

22 + 42

0

A

Kuva 1: Virtausfunktion tasa-arvokéyria

Koska nimittdja ei saa nollaa ylemmaéssé puolitasossa H, niin P on rationaalifunktiona derivoi-
tuva H:ssa. Ensimmaisiksi osittaisderivaatoiksi saadaan
1 2y . (2 +92 -2y 1 2% —y?
IR R T e e
Derivoimalla edelliset vield kertaalleen saadaan

P, =

p 9 (1 2y \_ C12y(2® +y°)? = 8a?y(a® + )
T Ox m (22 + y?)? T (22 + 42)4
ja
p o0 (L 2y \ 12 +y?)’ — dy(a® — )@ +y?)
vy ay T (x2 + y2)2 T (.’L'Q + y2)4 .

Ottamalla molemmista osoittajista (x2+y?) yhteiseksi tekijiksi ja yhdistdmilli samanmuotoiset
termit ndhd&an, ettd yhtalo

me+P1Jy:O

toteutuu, joten médritelmén mukaan P on harmoninen funktio.

Koska funktion f nimittdjan ainoa nollakohta on z = —i ja —i ¢ H, on f rationaalifunktiona
derivoituva H:ssa. Osaméaran derivoimissddnnon mukaan
y (z+1)—(2—-1) 2i
= = 0
F'(z) (z +1)2 (z +1)2 7

kaikilla z € H, joten f on konforminen H:ssa.



Lasketaan seuraavaksi f(z):m itseisarvo ja osoitetaan, ettd |f(z)| < 1 kaikilla z € H. Kannattaa
tarkastella itseisarvon neliotd. Koska
o le—i? 2?4 (y—1)?
TON= e Ty

ja

(y—12=¢y*—2y+ 1<y’ +2y+1=(y+1)? kaikilla y > 0,
niin

f)P <le|f(z)] <L

Lopuksi, koska f : H — D, niin f:n kidanteisfunktio kuvaa yksikkokiekon D ylemmaélle puolita-
solle H. Toisaalta kiddnteisfunktio voidaan ratkaista yhtalosta

z—1 _ A+w
w:f(z):Z_H(:)z:f 1(w)zll_w.
Merkitadn w = u + iv, jolloin yhtalosté
z:x+iy:il+w:i(l+w)(1_w):f 2v L 1+ u? + 02
1—w |1 —wl? (I—-u)2+0v2  (1—u)?+0?
saadaan
2, ,2
x:x(u,v):—(l_jﬁ ja y:y(u,v):%. (1)

Sijoittamalla z:n ja y:n parametriesitykset Poissonin ytimeen saadaan yksikkokiekossa harmo-
ninen funktio
F(w) = F(u+iv) = P(z(u,v),y(u,v)), w=u+iv € D.

Jatetddn saatu “suolainen” esitys kirjoittamatta nakyviin. Térkeinta tdssd oli idea, ettd ylem-
méssé puolitasossa harmoninen funktio voidaan konformikuvauksella muuntaa toisessa alueessa
harmoniseksi funktioksi.



