Kompleksianalyysi, syksy 2018

Harjoitus 2, ratkaisut

Harjoitustehtavit
1. a) Merkitdin w =1+1i=+2 (% + %i),josta nihdéén, ettd (w| = V2 ja arg(w) = T+k2m, k €
Z. Yhtélon ratkaisuksi saadaan
eiz _ \[261(§+k27r) |10g()
iz = log(v/2e! (1 H+2m)

1
iz = 5 In(2) + i(% + k2r)
1
z:%+k27r—i§1n(2), ke Z.
b) Eulerin kaavojen mukaan sin(z) = & (e** — e71*). Néin ollen yht#lé saa muodon
1 . )
5(elz o e—lz) —9
e — e = 4i
eiz _ 4i60 _ e—iz =0 ’ . eiz

6122 — 4iel* — 610 =0 ”UJ — ¥®

w? —4iw — 1 =0.
Toisen asteen yhtilon ratkaisukaavalla saadaan w = (2 4 v/3)i = (2 £ v/3)e!(ZT+27) | ja edelleen
e'* = (24 V/3)el(EHk2m) | log ()
iz =In(2+V3)+ i(g + k2r)

z:g+k27rfiln(2:t\/§), keZ.

2. a) Nyti 3= i% = %\/17 = \3/%*1 Merkitdin z = ¢/—1 ja w = —1 = €!™. Nyt siis 2% = |z[3e!?% =
1

el (T TR2m)  Tists saadaan zp, = €(3TF%). Niistd eri arvot saadaan, kun k = 0,1,2. Luku
i3 = 91_71 = e 1GHRE) | =0,1,2, eli
2 = 1 /3B,
13 =¢e 3 =———1 tal
2 2
x 1 3
ng —el3 = 5 + gi tai
iTF =™ = 1

b) Olkoon z = 2+ 2V/3i. Nyt |2| =4 ja arg(z) = 5 + k2, k € Z. Téllsin
log(2 + 2v/3i) = log(4e!(5+k2m))
= In(4) 4 log(e!(5 Tk2m)
= In(4) + i(g +k2m), k€ Z.
Pddarvo (k = 0): In(4) +i(5).

¢) Kéytetaan hyviksi kompleksiluvun eksponenttiesitystd. Olkoon z = 1 — 1 = V2e (G k2T
Talléin

(1 . i)i _ (elog(lfi))i



3.

_ eilog(l—i)
— eilog(\/iefi(%+k2w))
_ eiln(\/§)+i10g(67i(%+k2"))

_ eiln(\@)+%+k27r, ke,

a) Binomikaavasta tai Pascalin kolmiosta saadaan
f(z) =2 = (x+iy)*
= o + dadiy + 622 (iy)? + da(iy)® + (iy)*
= (z' — 622y + ) + (da’y — )i,
joten Re(z) = a* — 622y + y* ja Im(2) = 423y — 4ay®.
b) Tiedetdin, ettd z = Re(z) = (2 + 2) jay = Im(2) = £ (2 — ). Nyt siis

u@y) ="tz -y’ = (G + D)+ 5(:47) ~ (5~ )’
L 5 _ 5 1 1 )
:Z(z +2zz+z)+§(z+z)+1(z —22Z+%%)
_1 2 -, =2 .
_5(2 +2+Z4+7%°) ja
. 1 1 B 1 -
iv(e,y) = i(2ey —y) =12 5z +72) 5(2 =7) = 5(: = 2)

Laskemalla ndmé yhteen saadaan

fz) = %(z2 +z+Z+7%)+ %(z2 ~z%) - %(z—%)

=22 +7

Parametrit a, b, ¢, d voidaan ratkaista systemaattisesti matriisialgebran keinoin yhtéaloryhmasta

f(Zl) = Wy,
f(2’2) = wa2,
f(z3) = ws,

mutta ratkaistaan parametrit ad hoc-tyyppisesti jarkeilemélla. Piste zo = 0 on hyva ldhtokohta, silla

se antaa suoraan

f(z2)=f(0)=§=1:»b:d ja d#0.

Ehto d # 0 seuraa my6s ehdosta ad—bc = (a—c)d # 0. Sijoitetaan saatu b = d yhtdloihin f(—1) = —i

ja f(1) =1, jolloin saadaan yhtdlopari

atd = i N a+d = c+di
:‘C‘jr'g = —i —a+d = c—di

Laskemalla jalkimmaiset yhtalot puolittain yhteen saadaan eliminoitua a ja voidaan ratkaista ¢ =
—id. Sijoittamalla saatu ratkaisu vaikkapa yhtal66n a+d = ci+di saadaan a = di. Niin ollen kysytty

Mobius-kuvaus on

diz+d d(iz+1) azo iz+1

&)= rd " des D) —etl

Jokainen reaaliakselilla oleva piste on muotoa z =t € R, jolloin

1+t
T

ft)



Koska osoittaja ja nimittdja ovat toistensa kompleksikonjugaatteja, on

i)

= — =1
|1 — it|

£ ()]

Reaaliakselin kuva on siis yksikkGympyré.

Valitaan parametriesitys siten, ettd janan péatepistettd A vastaa t:n arvo 0 ja vastaavasti pistettd
B arvo 27. Péaitepisteiden vélinen erotuson B— A=1+1ieli B= A+ 1+1i. Janan pisteet saadaan
siten lausekkeesta AB = A+ ¢(1+1), ¢ € [0,1]. Skaalauksella t = 27c < ¢ = 3= jana saa esityksen
AB=1+i+L£1+1)=1+i)(1+5), t€0,2n].

Kuvauksen f(z) = e* kuva janalle AB on siis

t . t t t
f(AB) = f(1+1)(1+ 27)) = IHDA+30) — olhar oi(455) 4 ¢ [0, 27].
s

Kuva on siis laajenevan spiraalin kaaren p#tkd napakoordinaatiston pisteesté (e, 1) (t = 0) pisteeseen
(€2,2) (t = 27).
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Kuva 1: Janan kuva

Origokeskinen a-séteinen ympyré voidaan parametrisoida, jolloin jokainen ympyralla oleva piste
z on muotoa z = ae'’, missi a on vakio ja 6 € R. T&llsin

w=u+iv=Logz=Inl|z| +iArgz =lna+1i6, 0 €]—m 7.

Koska a on vakio, niin kunkin ympyran kuva on v-akselin suuntainen jana, joka leikkaa u-akselin
pisteessi (Ina,0) ja jonka v-koordinaatti on valilld | — 7, 7).
Erityisesti, kun a = 1, on kuva imaginaariakselilla oleva jana, silla In1 = 0. Katso Kuva 2.

Side voidaan parametrisoida niin, ett# jokainen siteelld oleva piste z on muotoa z = re!®, missi
nyt o on vakio ja r € Ry. Talléin

w=u-+iv=Inr + ia.

Koska r € Ry, niin Inr saa kaikki reaalilukuarvot, joten kuvapisteet edustavat uwv-tasossa
reaaliakselin suuntaisia suoria, jotka leikkaavat imaginaariakselin pisteessé (0, «).
Erityisesti, kun o = 0, niin kuvapisteet muodostavat reaaliakselin. Katso Kuva 2.

Kuvasta 2 ndhdaén, etta siteet ja ympyrat sekd niiden kuvat leikkaavat toisensa kohtisuorasti.
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Kuva 2: Logaritmifunktion kuvia ympyrdéille ja siteille



