Kompleksianalyysi, syksy 2017

Harjoitus 1, ratkaisut

Harjoitustehtavit

1.

1
Merkitadn w = —5 + ﬁi, jolloin z = w=.

a)

2
2
Kompleksiluvun z reaaliosa, imaginaariosa ja itseisarvo voidaan selvittda joko suorittamalla
potenssiin korotus tai kiyttdmalla joko napakoordinaattiesitysté tai eksponenttiesitystd. Tar-
kastellaan jalkimmaéistd tapaa. Kompleksiluku w 16ytyy annetulta yksikk6ympyralta, joten sen
eksponenttiesitys on w = |w|eiArg(“’) = ¢ . Tarkkaan ottaen eksponenttiesityksessa esiintyy
arg(z), joka saadaan argumentin pidarvosta Arg(z) kaavalla

arg(z) = Arg(z) + 2kw, ke€Z,

mutta usein 27:n monikerrat saatetaan jattaa merkitsemétta nakyviin. Pidetdén kuitenkin mie-
lessd, ettd argumentti on aina 27:n monikertaa vaille méérétty. Erityisesti yhtéloiden ratkaise-
misessa tdmin huomioiminen on valttaméatonta.

Edelld saadun perusteella luvun z = w? eksponenttiesitys on

iarg(z 2Arg(w)+2km) _ e%"-&-Qkﬂ' keZ
s .

z = |zle ) = |w|?ell

Luku z I6ytyy yksikkGympyralta, joten

1 V3,
— — —i
2 27
eli Re(z) = —3, Im(z) = 7@ jalz| = 1.
Edella ratkaistiin jo eksponenttiesitys, josta saadaan napparasti myos argumentin padarvo. Kos-
ka a)-kohdan mukaan

4
arg(z) = ?ﬂ- +2kw, keZ,

niin valitsemalla erityisesti k = —1 l6ydetaén vililld | — 7, ] oleva argumentin arvo, eli
4 2w
A = —2r=—-",
Vaikka nyt
2 4 2
Arg(z) = Arg(w?) = — 5 # 7 =2- 5 =2- Arg(w),

niin usein on hyddyllistd huomata, ettd Arg(z?2) ja 2- Arg(z) ovat 2mm monikertaa vaille samat.
T&ta ominaisuutta itse asiassa hyodynnettiin a)-kohdassa.

Téasséd kannattaa hyodyntad joko napakoordinaattiesitysté tai eksponenttiesitystd. Kantaluvun
eksponenttiesitykseksi saadaan samalla tavalla kuin tehtévassa 1 yksikkoympyraéd hyodyntamal-
&

1 1 e
—1+i=+2 (—\/é + \/ii) — /2l CF k2

joten

3 3
2] = V21T = 21009 ja arg(z) = 2018 - ZW + 2kr = 7” +or, ez,

silla,
2018 - 2T 4 2kr = 5T 4 2k + 756) .
4 p TS

mgk.l

Koska osamééarén itseisarvo on itseisarvojen osamadra, niin
1+ i
zZ| = =1,
silla osoittajassa ja nimittdjédssa olevat luvut ovat toistensa konjugaatteja ja pituus siilyy kon-
jugoinnissa. Saman voi toki todeta myds suoraan laskemalla.




Argumentin madradmisessd kannattaa hyddyntda esimerkiksi eksponenttiesitystd. Yksikkdym-
pyrastad saadaan

. . 1 o1 1 o1 T T
arg(z) = arg(l +1) —arg(l —1) = arg(ﬁ + 15) - arg(\ﬁ — 15) =1 (71) + 2km
= g + 2%,

¢) Kiytetaan jilleen hyviksi kompleksiluvun eksponenttiesitystd. Kuten edellisissi kohdissa saa-
daan yksikkOympyréan avulla

V3—i= 2(£ Ly g

2 2
ja
1 3 iz
1++3i= 25+ gi) = 2¢i5
joten
22018 ) T T
|z] = 32018 = 1 ja arg(z) =2018(—= — §) +2kr =7+2r, le€Z.
Olkoon w = 23 = —8i, jolloin z = Yw. Nyt z = r.el?= ja w = r,ei®>. Tillsin r, = |w| = 8,
Ow = —7%5 ja 2% = r3ei3%: . Niin saadaan yht#lopari:

{_ é{u_w_ag_Q

3¢, = ¢ + k27, k€ Z ¢, =% + kLT =T+ k¥ kel

Kuutiojuuret ovat siten z; = 261(_%+k2‘%)7 kun £k =0,1,2:
20 =2e76 =31, 21 = 2% =2ijaz=2e% =—/3—1i

a) Merkitéiin 22 = w, jolloin yhtdls 2% + 2% + 1 = 0 on toisen asteen yht#lo w? + w + 1 = 0
muuttujan w suhteen. Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla saadaan

o_ 1, V3

2

22 =—-+ —i.
2 2
Molemmat oikean puolen luvut ovat yksikkGympyrélla. Tehtévastd 1 saadaan eksponenttiesi-
tykset

merk. 1 \/g 2my . merk. 1 \/g _2m;
wp = ——+-—i=e3' ja wy= = 5

_——— —1 =

2 2
Yht#lon 22 = w; ratkaisut saadaan merkitsemélld z = rel? ja ratkaisemalla yhtilopari

r2=1 r=1
27 At s
2 =2 1 k2, k€ Z $=T+kr keZ

Ratkaisut ovat zy = €l5 ja z; = e~ % . Molemmat nisti on yksikkGympyralla, josta saadaan

perusmuodot
1 V3. 1 V3,
2025—1—71 ja 21:—5—71.
Vastaavalla tavalla yhtélon 22 = w, ratkaisuiksi saadaan zo = e~ 5! ja 23 = ezTﬂi, joiden perus-
muodot
1 V3 1 V3
Zg=-—-—1 jJa z3=—=+—

2 2
saadaan yksikkOympyrasta.

2 2

b) Polynomi on muotoa (z — z0)(z — 21)(z — 22)(# — 23). Huomaamalla, ettd polynomin nolla-
kohdat esiintyvit konjugaattipareina zo = Zg ja z3 = Zz7 (kuten reaalikertoimisella polynomilla
kuuluukin), saadaan toisen asteen reaalikertoimiset tekijit

(z—20)(z — 22) = (2 — 20)(2 — T) = 2° — 2Re(20) + |20]* = 22

—z+1



6.

ja

(z—z21)(z—23) = (z—21)(z —71) = 22 — 2Re(21) + |21 P = 22 + 2 + L.
Edellisten tekijoiden tuloksi saadaan

(2 =2+ D242+ =2"+22+1

kuten pitadkin.

Olkoon z =z +1iy, jolloin Re z =z jalm z =y
a) Sijoittamalla perusmuoto z = z + iy yhtéloon saadaan
2(Z42) = (z+iy)(z +2 —iy) =22 + 2z + y*> + 2yi = 3 = 3 +i0.
Koska yhtdsuuruuden molempien puolien reaali- ja imaginaariosien taytyy olla samat, saadaan
y=0 ja 224+2z+1y°=3ey=0 ja 2°4+22-3=0<2=1,-3 ja y=0.
Ratkaisujoukon muodostavat siis kaksi pistettd z; =1 ja zo = —3.
b) Sijoittamalla jilleen perusmuoto epéyhtdloon saadaan
I<|lz+(y+li<2el1<2?+(y+1)?2<4
Ratkaisujoukko on siis (0, —1)-keskisten 1 ja 2 séiteisten ympyroiden véliin jadva ympyrirengas.
c) Nyt 22 = (z +iy)? = 22 — y? + 2xyi, joten
Re(z)) =1 a? —y* =1.
Ratkaisujoukko on hyperbeli.

Ratkaisujoukkoja on havainnollistettu alla olevassa kuvassa. Kohdan b) ratkaisujoukko on kuvassa
olevien ympyréiden valiin jaava alue.

Re(z?) =1

e il =2

)

g
[t

Lo

Kuva 1: Ratkaisujoukkojen geometrinen havainnollistus

a) Koska komponentissa on kytketty rinnan kondensaattori ja kela, niin komponentin impedanssi
Z saadaan kaavasta

1

Z 7y
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joten impedanssi on

iwl
1—-w?LC’
Y& w on fysikaalinen kulmataajuus, joten on jirkevad tarkastella ainoastaan tapausta w >
0. Koska Z on puhtaasti imaginaarinen, on Arg(Z) joko 7 tai —7 riippuen Z:n nimittdjin
merkistd. Eksponenttiesitykseksi saadaan

7 =

wlL iZ 1
7 — |Z|eiArg(Z) — 1-w?LCc® > kun w < VILC’
_wl =i kun w > —1i—
WILC—1 ) Nireh

Resonanssitaajuudella impedanssin imaginaariosa katoaa. Koska Z on nyt puhtaasti imaginaa-
rinen, niin a)-kohdan perusteella resonanssitaajuus on w = 0, jolloin komponentti ei vastusta
virtaa lainkaan.

Koska
wlL
=|—5——| =0,
1] ‘szC’ -1 ’
kun w — 0 tai w — oo, niin komponentti ei vastusta virtaa lainkaan pienilla ja suurilla taajuuk-

silla. Niinpa komponentti vastustaa virtaa ainoastaan “keskisuurilla” taajuuksilla, eli kyseessa
on kaistanestosuodatin.



