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1. Ratkaise yhtalo

a) 2°=2.
b) cosz = —2.
2. Laske

2
/22j4dz,
c

kun C' on ympyra
a) {z€C: |z|=1}
b) {ze€C: |z|] =3}

positiiviseen suuntaan kierrettyna.

3.  Olkoon .
H(z) = ——
(2) 1—3273

eradn digitaalisen kampasuotimen siirtofunktio.
a) Madrad kampasuotimen impulssivaste kausaalisessa tapauksessa.

b) Taajuusvastefunktio H(w) on mééiritelmin mukaan H(w) = H(e"). Madrii
suotimen amplitudivaste |H (w)].

¢) Milloin suodatus on voimakkainta, eli milla kulmataajuuden w arvoilla |H (w)|
saavuttaa minimiarvonsa?

4.  Kertalukua 3 olevan Butterworth-suodattimen taajuusvastefunktio H(w) mééritel-

laan kaavalla .

Hw)]? = ——.
H@P = 1

Laske suodattimen ekvivalentti kaistanleveys WW,,, joka maéritelladn asettamalla

1 o0
W= —— [ H(w)dw.
e 2|H(O)|2/_OO| (@) de



Koekaavat

€iZ _ e—iz
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e® = e"(cosy +isiny)

sin z =

sin(z; + 22) = sin 21 cos 23 + €os 21 sin 25

sin v cos 8 = %[sin(a — B) + sin(a + B)]

f(z) = flz +1iy) = u(z,y) +iv(z,y)

f(z) = Z%(Z —29)"

Y ksikkGympyra

2
e”¥ =cosz +isinz

COS 2 =

cos(z1 + 2z3) = €OS 21 COS 29 — Sin z; sin 2o

cosacos 3 = %[cos(a — ) + cos(a + B)]
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z(n—k) < X(z)z7F
Y(z) = H(2)X(2)
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Tehtavien ratkaisuperiaatteet

1. a) Kiytetiiin eksponenttiesitystd ja merkitiin z = rel’. Yhtilon oikean puolen
eksponenttiesitys on 2 = 2e*?" k£ = 0,1,2,.... Saadaan yhtlo

. . 2
e = 2602 o p = V2 ja 9:/’{;%,]{;:0,1,2,....
Loytyy 3 erisuurta juurta
o= V2675 k=0,1,2.

Juuret voi saattaa yksikkOympyran avulla my6s muotoon zp = xj + iy, mutta
myos ylla oleva eksponttiesitys riittaé.
b) Kéytetddn kaavakokoelman kaavaa

cos z = —

jonka mukaan
cosz=—-2& e fe =4 H - e®
& el 446" 41 =0,
& e = 243 (kiytettiin 2. asteen yhtélon ratk kaavaa)
siz=log(—2+V3)=In| -2+ V3| +i(r+k271), keZ
ez=02k+1)r—in(2TV3), kel

2. Lasketaan ensin integroitavan funktion

2z
&) =213
navat eli nimittdjan nollakohdat. Navat ovat z = 2i ja z = —2i.

a) Molemmat navat ovat yksikkdympyran ulkopuolella, joten Cauchyn lauseen no-
jalla integraali on nolla.

b) Molemmat navat ovat nyt ympyrdn C' sisélli. Integraali voidaan laskea joko
Cauchyn kaavan tai residylauseen avulla. Jos kidytetddn Cauchyn kaavaa, niin

hajotetaan f(z) OMK:n avulla muotoon
£(2) 2z 2+21+2z—-2 1 n 1
Z) = = = .
(z —2i)(z+2i) (242i)(z—2i) =2z+4+2i =z—2i

Tamaén avulla integraaliksi saadaan

1 1
[:/ ,dz—l—/ -dz = 271 + 271 = 47i.
c?+2 c?—2

3. a) Kéytetddn geometrisen sarjan summakaavaa, jolloin

0 k 00 k
1 1 1" ., 1
H(’Z)Il_L: (ﬁ) :E <§)237 \Z|>3—2-
0

k=0

0, muulloin.

h(n) = {(%)g’ "=



b) Koska

1
H(w) = 1 _ %e_i3w7
ja Eulerin kaavan mukaan e 3% = cos(3w) — isin(3w), niin amplitudivaste on
1 1 1
@)= —— = 2 - |
‘1 —geT \/(1 — 1cos(3w))” + 1 sin’(3w) \/Z — cos(3w)

c) Suodatus on voimakkainta, kun nimittéja saa maksimiarvonsa eli kun cos(3w) =
—1. Suodatus on siis voimakkainta kulmataajuuksilla w = Z + k%’r

Lasketaan ensin integroitavan funktion navat eli nimittdjan nollakohdat eksponent-
tiesityksen w = rel’ avulla:

w6+1:O<:>'r6ei69:—1:ei(”k%)<:>r:1ja9:%+k~g,k€Z.

Edellisen perusteella navat ovat wy, = e@*+07/6 =0 1,2, 3,4, 5. Kaikki navat ovat
yksinkertaisia ja ylemmaéssa puolitasossa olevat navat ovat wg, w; ja ws.

Koska H(0) = 1, niin Residylauseen mukaan
1
We, = 5 271 (Resuy—u | H () [* + Resy—, [H (w)[* + Resy—a, [H (w)[?) - (1)

Koska navat ovat yksinkertaisia, niin residyt voidaan laskea kaavalla

1 1

RS T 08 = Gt

W=wp

Yksikkoympyran avulla residyiksi saadaan

YT GelsT/6 6 6 2 2]
1 1

Sijoittamalla saadut tulokset kaavaan (1) saadaan

. 1. 1. 1.
Weq = mi (—El—él—ﬁl> =

w0l 3



