DIFFERENTIAALIYHTALOT
Kevat 2022, Harjoitus 8, ratkaisut

Tehtavan 1 ratkaisu: Kirchhoffin lakien mukaan Uy, + Ugr + Ug = e, jossa Uy, = Li’ on
jannitehévio kelassa, Ur = Ri on jannitehévio vastuksessa ja Ugo = %q on jannitehdvio
kondensaattorissa. Piirin sdhkovirta on hetkellisen varauksen muutosnopeus eli i = ¢'.
Nyt voimme kirjoittaa virtapiirid kuvaavan differentiaaliyhtélon alkuarvotehtédvan piirin
hetkellisen varauksen g = ¢(t) suhteen

{Lq” + Rq' + %q = e = 220sin(300t),

q(0) =0,¢'(0) = 0.
Homogeeniyhtilo on Lg” + Rq' + %q = 0. Karakteristisen yhtdlon LA? 4+ R\ + % = 0 juuret
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joten homogeeniyhtélén ratkaisu on g (t) = e 5% (Cy sin(60t) + Ca cos(60t)).
Téydellinen yhtdlo: Sdhkémotorinen voima on sinimuotoinen, joten tdydellisen yhtdlon
ratkaisuyrite on gy = Asin(300t) + B cos(300t).
Sen derivaatat ovat g = 3004 cos(300t) — 300B sin(300¢) ja g = —300%Asin(300t) —
3002 B cos(300t). Sijoitetaan ne yht#loon ja vaaditaan yhtdlén toteutuminen

A2 =

Lq¢" + Rq + 5q = —0.25-300%Asin(300¢t) — 0.25 - 300% B cos(300t)
+40 - 3004 cos(300t) — 40 - 300 B sin(300t)
+75=1 (Asin(300t) 4 B cos(300t))
= (—20000A — 12000B) sin(300¢) + (12000A — 20000B) cos(300t)
= 220sin(300¢), kaikilla ¢.

Sinin ja kosinin kertoimet ratkaistaan yhtéloparista

—200004 — 120008 = 220, A=—-7
= :
120004 — 200008 = 0, B=—g%.

Tiydellisen yhtélon erds ratkaisu on go(t) = — 135 sin(300t) — £33 cos(300t).

Yleinen ratkaisu on

5 cos(300¢).

q(t) = qu(t) + qo(t) = e 3% (C1 sin(60t) + Ca cos(60t)) — 6300

1360 sin(300t) —

Virta saadaan derivoimalla (i = ¢)

i =-80e 8% (O sin(60t) 4 Cy cos(60t)) + e 3% (60C cos(60t) — 60C5 sin(60t))
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= ¢ 3% ((=80C) — 60C%) sin(60t) + (60C; — 80C3) cos(60t)) — © cos(300t) + & sin(300¢).
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Vakiot méaratiaan alkuehdoista

_ _ 319
{Q(O) =Cs — 6800 =0 - {Cl 6800

i(0) = —=80C3 + 60C; — 483 =0 Cy = 535,
Piirin hetkellinen varaus on
319 3 3
t) = e 8V t t)) — i t) — t
q(t) = e (6800 sin(60t) + 6300 cos(60t)) 1360 sin(300¢) 6300 cos(300¢)

ja piirin hetkellinen virta on
i(t) = e 80((—80- 2 — 60 522) s1n(60t) (60 - 2% — 80 - 5225 cos(60t))
— 195 cos(300t) + 52 sin(300¢)
= e 80 ( — 2Din(60¢) + 185 cos(60t)) — 182 cos(300t) + B3 sin(300t).
2. Muunnettu differentiaaliyhtélé on
Ly +y) = L (sin(2t)).
Vasemman puolen muunnos on (lineaarisuus, derivaatan muunnos, alkuehto)
Ly +y) =sY(s) —y(0) +Y(s) = (s + )Y (s)

ja oikean puolen muunnos (lineaarisuus, taulukko)
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Kohdassa * on kaytetty osamurtokehitelmaé:

As—FB+ c 2 N
244 s+1 (s24+4)(s+1)

(A+C)s*+ (A+ B)s+ B+4C 2
(s2+4)(s+1) C(s244)(s+ 1)

josta saadaan yhtaloryhma kertoimille:

A+ B=0,
A+C=0
B+4C =2.



Yhtaloryhmén ratkaisu: A = —£ Ja B=C=

Ratkaisu saadaan kianteismuunnoksella kayttaen taulukkoa:

2 1 2 1 2 2 2 1
y(t) =L (— S L . > = —e '~ Zcos(2t) + E sin(2t).
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3. a) Taulukoista saadaan £ ((t—_ll),) = L. Siten £ (t"71) = —E, joten
3 4 12 18
F(s):£(3+4t—|—6t2+3t3)——+—2 ST
s
b) Taulukoista saadaan suoraan F(s) = L(sin(3t) +2e™3!) = ol a3

4. a) Nimitt#ja s>49 voidaan esittdi muodossa s?+32. Lisiksi huomataan, ettd nimitt#jalla
ei ole reaalisia nollakohtia (mikéli olisi, tarvittaisiin osamurtokehitelmii). Siten

fity=,""1 ( s 1 > =Lt (L — 1L> = cos(3t) — %sin(3t).

s2+9 52432 3 2432

b) Nimittdjilli on reaaliset juuret 3 ja —1, joten s? — 2s — 3 = (s + 1)(s — 3). Siten
8 8 2 2
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¢) Suoraan taulukosta saadaan
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5. Laplace-muuntamalla yhtalé puolittain saadaan yhtalon vasemmasta puolesta

Ly +6y +8y) = s2Y(s)—sy(0) —4/(0)+6(sY(s) — 5(0)) 4 8Y (s)
= Y(s)(s® +65+8) — 25 — 12

ja oikeasta puolesta £(0) = 0.
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y(t) = 4de 2t —2e74,



