DIFFERENTIAALIYHTALOT
Kevat 2022, Harjoitus 7, ratkaisut

1. a) Ratkaistaan ensin homogeeniyhtilé: y” 4 4y’ — 5y = 0. Yrite on y = e, joten
derivaatat ovat ¢/ = Ae M,y = \2eM,
Sijoitetaan yrite yhtdl6on ja vaaditaan yhtédlon toteutuminen

y// _|_4y/ — 5y = A2 e +4/\e>\x —5eM
= eM(\2 +4)\—5) =0, kaikilla x.

Siten p(\) = A% + 4\ — 5 = 0. Eli nollakohdat ovat A\; = 1 ja Ay = —5.
Homogeeniyhtélon yleinen ratkaisu on

y(z) =Cre" + Cy e %, C1,Cy € R.

Tarvitsemme tiydelliselle yhtélolle eriiéin ratkaisun. Hiirié on 2522, Koska 0 ei ole karak-
teristisen yhtdlon juuri, otetaan perusyrite yo(x) = Ax? + Bx + C. Lasketaan derivaatat

Yo = 2Az + B, y = 24,
ja sijoitetaan yrite yhtdloon sekéd vaaditaan yhtéalon toteutuminen

vl +4yh — dyo = 24+ 4(2Ax + B) — 5(Ax? + Bx + C)
= —5Ax? + (84 — 5B)x + 2A + 4B — 5C = 2522, kaikilla z.

On oltava —5A4 =25,84—-5B =0ja24A+4B—-5C =0¢eli A= -5, B=—-8ja(C = —45—2.
Siten hairiota z2 vastaava ratkaisu on

42
yo = —5x% — 8z — 5
Yleinen ratkaisu on
42
y(x) = yu(z) + yo(z) = Cre” + Coe 5% + —5x? — 8z — = Cy,Cs € R.

b) Homogeeniyhtilo on sama kuin kohdassa a). Lasketaan téydellisen yhtélon erds rat-
kaisu. Hairi6 on nyt 4e~*. Koska A\ = —1 ei ole karakteristisen yhtédlon juuri, otetaan
perusyrite yo = Ae™*. Sijoittamalla yrite ja sen derivaatat differentiaaliyhtéloon saadaan
A= —%. Siten yleinen ratkaisu on

1
y(;p) :yH(l‘)—i—yo(l’) =C em+02€_5x— §e_m, C1,Cy € R.

¢) Hairié on nyt 12 e”. Koska A = 1 on karakteristisen yhtdlon juuri, niin otetaan yritteeksi
modifioitu yrite yo = Axe®. Yritteeksi ei kelpaa Ae”, silld tdmé esiintyy jo homogeeniyh-
talon ratkaisussa. Sijoittamalla yrite ja sen derivaatat (muista tulon derivaattal)

Yh(@) = (A+ Av) e, yj(x) = (24 + Ax) e”

yhtaloon =
6Ae” = 126",



mistd saadaan A = 2. Eli yo(z) = 2z €”, joten yleinen ratkaisu on
y(x) =y (x) +yo(z) = Cre® + Cae ™™ 4 2z e”, Cy,Cy € R

2. Yritteen y = e avulla saadaan 4X\%2 + 4\ +1 = 0 eli (2)\—1—1)2 = 0, joten ka-
rakteristisella yhtélolla on kaksoisjuuri Ao = —%. Siten homogeeniyhtélén ratkaisu on
yp(z) = Cy e~ 2% + Cyx 627,

Téaydellisen yhtédlon erds ratkaisu saadaan médrddméattomien kertoimien menetelmélla.
Sijoittamalla yrite yo(z) = Ae™7 ja sen derivaatat yhtdloon saadaan A = 1. Téten ratkaisu

on
y(z) = Cre % + Chze 2" + e%,  (C1,Ch €R.

3. Homogeeniyhtilon ratkaisu on yg(x) = Cy e + Cye 4%, Yrite on yo(z) = Are™4® +
Bzxr+ C, jossa A = —%, B = —% ja C = 0. Siten yleinen ratkaisu on

) 1
y(x) = Cre*® + Che 4 — 3% e 4T — 6

x, C1,Cy€eR.
4. Vastaavan homogeeniyhtdlon karakteristinen yhtélé on

M42x+1=\+1)2=0.
Homogeeniyhtélon ratkaisu on

yg(x) =Cre ™ + Coxe™™, (1,05 €R.

Haiirié on 2sin?(z) = 1 — cos(2x), joten otetaan yrite yo(x) = Acos(2x) + Bsin(2z) + C
(vaikka héiriossa ei ole sini-termi, on yritteessi otettava sini-termi mukaan, silld sini- ja
kosinitermit vuorottelevat derivoitaessa). Sijoittamalla yrite ja sen derivaatat saadaan

Yo + 2y + yo = (—3A — 4B) cos(2z) + (—4A — 3B) sin(2z) + C = — cos(2z) + 1,

josta saadaan yhtéalopari

—4A-3B = 0,
—34—-4B = -1
c =1

Yhtéloparin ratkaisu on A = 2%, B = —% ja C'= 1. Funktio

9 4
= — 2x) — — sin(2 1
yo(x) 5% cos(2x) 5F sin(2x) +

on taydellisen yhtalon eréds yksityisratkaisu. Yleinen ratkaisu on

9 4
y(x) =Cre " 4+ Cowe ™™ + % cos(2z) — % sin(2x) +1, 1,02 € R.

5. Homogeeniyhtélon ratkaisu on

yr(t) = Cy cos(bt) + Cosin(5t), Cq,C2 € R.



Hairié on 2sin(5t) ja koska sin(5t) esiintyy jo homogeeniyhtdlon ratkaisussa, niin ote-
taan modifioitu yrite yo(t) = At cos(bt) + Btsin(5t). Sijoittamalla yrite ja sen derivaatat

differentiaaliyhtdloén saadaan

Yy +25y0 = —10Asin(5t) + 10B cos(5t) — 25At cos(5t) — 25Bt sin(5t)
+25(At cos(5t) + Bt sin(5t))
= —10Asin(5t) + 10B cos(5t) = 2sin(5t),

joten A = —% ja B = 0. Siten yleinen ratkaisu on
1
y(t) = Cy cos(5t) + Cy sin(bt) — gt cos(5t), C,Cy € R.

Alkuehdoista saadaan C7; = 0 ja Cy = %, joten alkuehdot toteuttava ratkaisu on

1 1
y(t) = % sin(5t) — gt cos(5t).
6. Maarattava kaikki funktiot, jotka toteuttavat yhtalon

y'(z) +y(—x) =z, Vz € R.

Tapa 1: Merkitdén funktiolla z(x) = y(—=). Silloin on voimassa

z=y"(x) + 2(x)
—z =y"(—2) + 2(-2) = 2"(z) + y(2).

Maéaritelldan apufunktiot v ja v asettamalla

Laskemalla yhtélot (1) ja (2) yhteen saadaan
u’(z) +u(zr) =0
ja ottamalla niiden erotus saamme yhtélon

v"(z) —v(z) = 2.

(8)

Yhtilon (7) yleinen ratkaisu: Karakteristinen yht#lo on A2 + 1 = 0 ja juret A = +i =

4++/—1. Yleinen ratkaisu on siten

u(z) = Cq cos(z) + Casin(x).

Yhtélon (8) yleinen ratkaisu: Vastaava homogeeniyhtélo on v” — v = 0 minké yleinen

ratkaisu on
ya(x) = Cse " + Cye”.



Yksityisratkaisu haetaan yritteelld yo(z) = Az + B, yy(z) = A, yj(x) = 0. Sijoitus
yhtdlo6on antaa

yo(x) —yo(r) =—Axr—B=2x = B=0, A=-2.

Téaten funktio
v(r) =Cse "+ Cyre® — 2u.

Alkuperiisen yhtidlon ratkaisut siséltyvit ratkaisujoukkoon

1
y(x) = §(u(w) +v(z)) = —x + Ay cos(x) + A sin(z) + Aze™™ + Ay €”,
missd A; = %, i = 1,2,3,4. Mutta tdssd joukossa on my6s niitd funktioita, jotka eivét
toteuta alkuperéistéd yhtdloa. Esimerkiksi funktio g(z) = —x + sin(x) ei toteuta yhtaloa

g"(x) + g(—x) = x. Lopullinen ratkaisu esitetdin alla.

Tapa 2: Derivoidaan relaatiota

y'(z) =z —y(-2)
kaksi kertaa:
y W (2) = ' (~2) = 2 + y(a). ©)
Funktio y(z) toteuttaa 4:nnen kertaluvun yhtélén
yb —y ==

Homogeeniyhtéldlle tehddén yrite y(5(z) = . Karakteristiseksi yht#loksi saadaan A* —
1 = 0, jonka juuret ovat Ay = 1, o = —1,A\3 = —i, \y = 7. Homogeeniyhtdlon yleinen
ratkaisu on siten

yg(z) = Cre” + Coe™* + C5cos(x) + Cysin(x).

Téydellisen yhtalén yksityisratkaisu haetaan muodossa yo(z) = A + Bz, y¥(z) = 0, eli
saadaan A = 0 ja B = —1. Téydellisen yhtélon (9) yleinen ratkaisu on

y(@) = —x+ Cre” + Coe " + C3cos(x) + Cysin(x), Cr € R. (10)
Ratkaisu (10) on sama kuin tavasssa 1.

Seuraavaksi on valittava ne kaavan (10) ratkaisut, jotka toteuttavat alkuperiisen yhtéalon
(2). Derivoidaan (10) kahdesti:

y'(x) = C1e” + Cae™ — C3cos(x) — Cysin(x).
Summataan se funktion
y(—z) =z + Cre * + Cye” + C3cos(—z) + Cysin(—x)
=z+Cre “ 4+ Cre” + Cscos(x) — Cysin(x)
kanssa (muista, ettd sini on pariton ja kosini on parillinen). Yhtélon (2) nojalla
y'(z) +y(—z) =z + (C1 + C2)(e” + e *) — 2Cy sin(x) = =,

joten C7 + Cy = 0 ja Cy = 0 sekd C3 € R. Néin ollen yhtédlon (2) kaikki ratkaisut ovat
muotoa
y(x) = —x 4+ 2Cy sinh(z) + Cs cos(z), C2,C3 € R. (11)



