DIFFERENTIAALIYHTALOT
Kevat 2022, Harjoitus 5, ratkaisut

1. a) Yhtilo on vakiokertoiminen toisen kertaluvun homogeeniyhtilo. Ratkaistaan yhtélo
yritteen y = e avulla. Yritteen derivaatat ovat y’ = Ae ja y” = A\2eM. Sijoitetaan
yrite ja derivaatat yhtdloon ja vaaditaan yhtédlon toteutuminen

Y — 8y +15y = A2eM —8\eM 4 15eM
= M (A2 — 8\ + 15) = 0 kaikilla z.

On oltava A2 — 8\ + 15 = 0. Kyseessi on toisen asteen yht#lo, joten ratkaisut saadaan

ratkaisukaavalla

8+ V8 —4-15 842

B 2 2
eli A =5 tai A = 3. Funktiot y1(7) = 3% ja yao(x) = € ovat toisen kertaluvun homogee-
niyhtalon ratkaisuja. Yleinen ratkaisu on niiden lineaariyhdistely

y(x) = Ch e3 4 Ched?,

jossa vakiot C7,Cy ovat mielivaltaisia reaalilukuja.
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b) Sijoittamalla yrite y = e ja sen derivaatat saadaan karakteristinen yhtdlo A\? + 8\ +
16 = 0. Juuret ovat toisen kertaluvun juuria, tdma nahdéan tekijéesityksesta

A2 48N +16 = (A +4)%.

Siis A = —4 on karakteristisen yhtélon kaksoisjuuri. Funktiot y1(z) = 4% ja yo(z) =
ze % ovat toisen kertaluvun homogeeniyhtilén ratkaisuja. Yleinen ratkaisu on niiden
lineaariyhdistely

y(z) = Cre 2 + Chze 47,
jossa C1,Cs € R.

2. Sijoittamalla yrite y(x) = e ja sen derivaatat homogeeniyht&loon saadaan A2 42+
10 = 0. Toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavalla saadaan karakteristisen yhtalon juuriksi

2422 —4-10  —24+/=36 -2+ /(60
- 2 B 2 B 2 B
Siten funktiot yi(x) = Cre *cos(3x) ja y2(z) = Coe ?sin(3x) ovat homogeeniyhtalon
ratkaisuja. Yleinen ratkaisu on

y(x) = Cre " cos(3z) + Cre “sin(3z), C1,C2 € R.

Alkuarvotehtdvin ratkaisua varten lasketaan yleisen ratkaisun derivaatta y/':

Yy = —Cre Fcos(3x) — 3C1 e ¥ sin(3z) — Cye ¥ sin(3z) + 3Cy e cos(3z).

A -1+ 3.

Alkuarvotehtdvian ehdoista saadaan
y(0) =3: Cjcos(0) +Cysin(0) =3 eli C; =3,
y(0)=0: —C1+3C;=0 eli Cy=3Ci=1.
Siis alkuehdot toteuttava ratkaisu on

y(z) =3e " cos(3z) + e “sin(3x).



3. Toisen kertaluvun vakiokertoiminen differentiaaliyhtilo ratkeaa yritteelld y = e,

Karakteristiseksi yhtéloksi saadaan
MN_3A—4=0e )\ =4, \y=—1.
Siten yleinen ratkaisu on
y(x) =Cre' + Che ™™, C1,Ch €R.

Ehdosta lim, o y(x) = 0 saadaan C; = 0. Ehdosta y(0) = 2 saadaan Cy = 2, joten ehdot
toteuttava ratkaisu on
y(x) =2e7".

4. Sijoittamalla yleinen ratkaisu y = C1 e™* + Coe™** ja sen derivaatat differentiaaliyh-
taloon saadaan

Cre * 4+16C, 6_4z — AC e ™ —4AC, e_4x 4+ BCie ™ + B(Cy e_4x
= C1e*(1-—A+B)+Ce (16 —4A+ B) =0

Koska differentiaaliyhtdlon toteutuminen vaaditaan kaikilla muuttujan « ja kertoimien
C1,C5 arvoilla, on oltava 1 — A+ B = 0 ja 16 — 4A + B = 0. Yhtéloparin ratkaisuksi
saadaan A =5 ja B = 4.

Toinen tapa. Funktioista e™ ja e™** nahdédin, ettd karakteristisen yhtalon juuret ovat
A1 = —1 ja Ag = —4. Siten karakteristinen yhtélé on p(A) = (A — (=1))(A — (—4)) =
A2 4 5\ + 4. Siten sité vastaava homogeeniyht#lé on y” + 5y’ +4y =0eli A =5 ja B = 4.
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5. Karakteristinen yhtalon juuret ovat

A= 8+ V264_8k = —4+/16 — 2k.

Kun 16 — 2k < 0 saadaan kompleksijuuria, eli kun & > 8. Talléin juuret ovat A2 =
—4 + i4/2k — 16. Siten yhtélon ratkaisu on

y=0C e 4 cos (\/ 2k — 16t) + Cye *gin (\/ 2k — 16t) , C1,C9 €eR.

Alkuehdosta y(0) = 2 saadaan C7 = 2 ja ehdosta y'(0) = —8 saadaan Cy = 0. Siten
alkuehdot toteuttava ratkaisu on

y(x) = 2e * cos (\/ 2k — 162?) .



