DIFFERENTIAALIYHTALOT
Kevat 2022, Harjoitus 4, ratkaisut

1. Yhtélo ¢’ +y = sin(wx) on lineaarinen. Ratkaistaan integroivan tekijin menetelmélla.

e Integroiva tekija on
p(z) = ofvde _ oo,

Kerrotaan puolittain integroivalla tekijalla:

"y (z) + "y(x) = e sin(wx).

e Vasen puoli voidaan kirjoittaa tulon derivaattana:
d xT T 3
—(e"y(x)) = € sin(wx).
S (eya) (w)

Integroidaan puolittain:

ey(z) = / e” sin(wx) de,

1 . w
oz Swn) e’ =

cos(wx)e” + C.

Yleinen ratkaisu:

Alkuehto:

Alkuarvotehtavan ratkaisu on

L
u(@) = st -

2. Differentiaaliyhtalo
y/ + 332 y=uzx
on lineaarinen. , X
3
Integroiva tekijé: p(x) = of e?de — o3a®
Kertomalla integroivalla tekijélla puolittain saadaan yhtéléo muotoon

d
dx

3

(pla)y(@)) = 2 e5*,
mistd integroimalla saadaan
y(x) es®” = /x2 3™ dz = e3% + C.

Yleinen ratkaisu on
1

y(x) =14+Ce 3

Alkuehto: y(0)=2=14+C = C=1.
Alkuarvotehtivan ratkaisu

z3

1.3

y(x) =1+ e 3%.



3. a)
W =22 = 2 Hp(x) — ef —2z~1 da — e—21n(m) — eln(x_2) — 2
d —1
W (a: u) = 2z H/
2y = 2In(z)+C | -2?
u(z) = 22%In(z) + Cz?
b)
2,2
y o= TV oty gyt
Ty
—1 —1 .. 2 1 ’ 1 _1,
y—x 'y = xYy | sij. z =y Sy=22 Sy =520
I 1, 1.1 _1 1
g% e TRt = wrE |- 222
2 —22x7'2 = 2z | kohdasta a) saadaan
v =2z = 22%In(z) + CO2?

Tamé voidaan myos ratkaista sijoituksen z = £ avulla (tasa-asteinen differentiaaliyhtélo).

4. a)
y' + 5y
d 5
o (")
eSxy
y()

b) Kirjoitetaan yhtdlé6 muotoon

Parametri kK = 3 on positiivinen,
1

2

4e % ||‘p($):ef5d:c2651

ol H/

Lo |-
Ce—5x+ e 7

67590

Y+ (—3)y = —32%°

1Z—§Z/

z=y 4 jolloiny =272 jay = —3
Y+ (=3 L=y
—1272 4 (=17 = —52%(272)3
2+ 2z = 52
r2(2 + %z) = balx?
% x2z) = Hzt
T2 = [5atdz =2°+C
z =234 Cz~2

Palataan alkuperiisiin muuttujiin: y=2 = 23 + Cz~2, joten y = +

Alkuehdosta y(1) = 3 saadaan

T
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joten grikoisratkaisuna on vakiofunktio y = 0. Sijoitetaan

joten C' = 3 ja alkuarvotehtévin ratkaisu on



5. Séilion livosméédrd on V(t) = 100 + ¢ ja suolaméérd alussa m(0) = 8. Suolamédrin

muutos pienelld aikavélilla
m
dm = -2 dt.
T T 00+ ¢

Siten alkuarvotehtévé hetkelliselle suolamééréille voidaan kirjoittaa muotoon

dm 2

T - 1o mo=8

Tami ratkeaa esimerkiksi separoimalla. Yhtélon yleiseksi ratkaisuksi saadaan m(t) =
C(100 + t)~2 ja alkuarvon toteuttava ratkaisu on

m(t) = 8 - 100?
© (100 +¢)2°

Séiliossa on suolaa tunnin kuluttua m(60) = 3,125 kg.



