DIFFERENTIAALIYHTALOT
Kevat 2022, Harjoitus 3, ratkaisut

1. a) Diff.yhtélé on separoituva: % =y —y°.

Erikoisratkaisut: y(x) = 0 ja y(z) =1

Muuttujien separointi : ﬁf = dz.
Integrointi : fﬁ;dy =[1-dxz.

Yhtalon vasemmalla puolella kdytetddn osamurtokehitelméa:

1o 1,
y—y* oy l1-y

Integrointi:

f(;j%-lfll/)dy:fldx

In(ly[) —In(|1 —y|) = = + Co

n(|5]) =2+ Co

’Tq}y‘ = ™00 = ¢C0e” = C1e®, C) >0
Nain ollen

5, =Ce", CER= (1+Ce")y=Ce"
y(w): lfCeex'

Erikoisratkaisu y(z) = 1.

b) Diff.yht#ls 3 = e?¥ on separoituva:

e Wdy = dz
/ e Wdy = / dx
—% e = g + Cy
e = —22-2Cy |In(...)

1
-2y = In(—2z+Cy) = ylx)= ) In(—2z+ Cy), C; €R
Ratkaisu madaritelty, kun —2z + C7 > 0.

c) Diff.yht&lo
y/ — 1 + y2

on separoituva.

dy
/1+y2 f/dac = arctan(y) =z + C

= y(z) =tan(zx + C).



2. a) Yhtélo on separoituva, silli se voidaan kiroittaa muotoon

—2x

Y@ = +3)

Erikoisratkaisu saadaan yhtélostd y+3 = 0 eli y = —3. Kun y # —3, saadaan separoimalla

dy —2x

y+3 - x2—4d$
d 2
[its = [ wa
nly+3 = In|_y—|+n(C))
y+3 = x2C_4
ylx) = _3+w2—4’ x # 2.

Huomaa, ettd kussakin kohdassa olemme kéyttédneet geneerista vakiota C.

b) Alkuehto: y(0) = -2 = -3 — % Siten C' = —4

¢) Yhtélon erikoisratkaisu on yo(x) = —3 ja se on stabiili, silld ratkaisu lahestyy tasapai-
notilaa, kun x kasvaa:
c
lim -3+ — =-3 VCeR
T—00 T4 — 4
3. Yhtil6 on separoituva:
% _ 2 dz
y w244’
dy _/ 2z dx
y 22+ 4’
_ 2 -1 _ |A] _.C
In(ly|) = In (22 +4) )+C—ln(x2+4), 1A] = ©,
A
=—, AR
y(z) = — 1 A€
Alkuehto: 4 4
)= ———=—=1 A=
v =m =g 17 A=8
Alkuarvotehtdvin ratkaisu: 8
y(x)



Tehtadvan 4 ratk.

a) Suoritetaan sopiva skaalaus saadaksemme helpommat yhtdlot. Valitaan peurojen lu-
kumaarad kuvaavaksi funktioksi x(t) = % ja ajan yksikoksi vuosi. Talloin kantaa

kuvaava differentiaaliyhtédlo on (p = w(])VW yksikkoa):

missd a = 3/16 = 1%0000%00 on skaalattu kaatolupien maara.

b) Yhtil6 on separoituva

de - _ —x? -
e 16
—1dz

—x+%
—1d
[~ Ja-ein.
wz—x—kﬁ

Vasemmalla puolella oleva integraali laskettiin harjoituksessa 1 (kts. harjoitus 1, tehtéva
2). Néin ollen funktio z(¢) ratkaistaan yhtdlosté

5 = dt| integroidaan puolittain
x

In (|i_§|) —t/2+ D/2.

4

Logaritmin kdénteisfunktio on eksponenttifunktio, jota soveltamalla puolittain saadaan

x_l
| §| _ et/2+D/2: |C’|et/2.
1
Ratkaistaan yhtalostéa z:
1,1-3Cet? 3,1-Se3y . 1
= \—% )=\ =—€cR.
z(t) 4(1—C’et/2) 4(1_06—%)’0 c <

Alkuehto: z(0) = 80000/160000 = 3 = %, mistd voidaan ratkaista vakio C: C' = —1.
Nain ollen alkuarvotehtévin ratkaisu on

3,14+2Le 2 3
3¢ >—> kun t — oo.

H="(—3A—+F)=°
(1) 4(1+e_§ 4’

Siis ollen pitkdn ajan kuluessa peurapopulaatio stabiloituu 120 000 yksiloén (y = x x
160000).



c) Yhtélon erityisratkaisut saadaan oikean puolen nollakohdista:

1
+ Z—l—a.

2?—r4+a=0 = z=

N | =

Yhtalolla on
1. kaksi reaalista juurta, kun a < %n
2. kaksoisjuuri, kun a = }1,
3. ei reaalisia ratkaisuja, kun a > %.

Tapaus 1, 0 < a < }: Erikoisratkaisut ovat z(t) = 21 = § + /1 —a ja z(t) = 22 =

1 /1
5=\ 1~ a T1> T2

Erikoisratkaisujen 1. tasapainotilojen laatu riippuu ratkaisun x derivaatan merkista. Jos
alussa © > 1 > g, niin 2/(t) = —(z — z1)(z — 22) < 0 ja ratkaisu on vihenevi. Talloin
peurakanta ldhestyy tasapainotilaa x;.

Mikéli peurakannan koko z1 > z > x9, niin /() > 0 ja peurakanta kasvaa ldhestyen
tilaa 1. Jos taas x1 > x9 > x, niin 2/(¢) < 0 ja peurakanta kutistuu ja lopulta koittaa
sukupuutto.

Tapaus 2, a = %: T4lloin tasapainotila on vakiofunktio x1(t) = % Tall6in yhtdlé on myos

separoituva
dz 1

2
— =—(x—2)".
dt ( 2)
Separoimalla muuttujat integroimalla puolittain saadaan ratkaisu

dz
S

3
L7j%?:[&

2

1
C=t+C

T3

1

1
l’(t):§+H_—C.

Jos alussa z(0) = ng > 3, niin integroimisvakio C' = no_l—l' > 0 jaratkaisu x(t) = %+p+c —
2

%, kun t — oo.
Mutta mikéli alussa 2(0) = ng < 3, niin C' = no_l—l' < 0 ja ratkaisu z(t) = 1 + HLC — —00,
2

kun t — % — ng. Toisin sanoen peuroille koittaa sukupuutto dérellisessé ajassa.
Tapaus 3, a > %: Talloin koittaa joka tapauksessa sukupuutto, koska tasapainotiloja ei
ole ja 2/(t) < 0 aina.

d) =z = % + \/%1 — % ~ 0.6118034 1. peurakannan stabiilin populaation todellinen koko

on y = r1 X 160000 ~ 97889 yksiloa.



e) Josa> %, oikean puolen lauseke yhtalosséa
P(t)=—2*+z—a

on aina negatiivinen ja peuroille koittaa sukupuutto. Kriittinen kaatolupien méaéara on
b= 1 x 160000 = 40000.



