DIFFERENTIAALIYHTALOT
Kevat 2022, Harjoitus 2, ratkaisut
1. a)

d
Y 3ds
y

In(ly[) = 3z +In(|C])
y(z) = C e,

Alkuehto: y(1) =2 = C =2e73.
Ratkaisu: y(z) = 2e 733 = 2¢3(@-1),

b)
d
Yo 9ds
Y
In(ly[) = =2z + In(|CY)
y(xz) = Ce 2.
Alkuehto: y(1) = 1= C = &%
Ratkaisu: y(z) = e?e 2% = 2727,
2. Differentiaaliyhtalon muodostaminen:
m'(t) = -k - m(t)
muutosnopeus  verr.kerroin nykytila
Muuttujien separointi: dﬁm = —kdt.
Integrointi:
dm _ / dt,
m
In(m) = —kt +In(C), (m(t) >0, C > 0)

Alkuehto: m(0) = C = M = m(t) = M e .
Ratkaistaan k: Mittaustiedon nojalla m(1) = M e™* = 0.8M. Siten

k = —1In(0.8).

Ratkaistaan puoliintumisaika ¢,:

m(t,) = Me " = 0.5M,
= —kt, =1n(0.5),
_ In(0.5)

= ~3h i
= n(0.8) 3 h 6 min




3. Valitaan uusi funktio H(t) = T'(t) — Ty = T'(t) — 20. T&ll6in sen derivaatta on H'(t) =
T'(t), ja se toteuttaa differentiaaliyhtalon H'(t) = —kH (t) alkuehdolla H(0) = 100 —20 =
80. Yhtélo on separoituva:

/%: (—k)dt = Wn(|H|) = —kt+ C.

Tallsin |H(t)| = e #+C¢ = e e* joten differentiaaliyhtélon yleinen ratkaisu on ekspo-
nentiaalisesti vaimeneva 1. H(t) = Ae ",

Kaytettamalld alkuehtoa ja tietoa, ettd 2 minuutin kahvin ja ympériston vélinen lampotila
ero on H(2) = 80 — 20 = 60, voidaan verrannollisuuskerroin ja ja vakio A ratkaista:

H(0)=Ae’ = A =80,

1
H(2)= 80e ¢ =60, = —2%k= ln(§), = k= ——ln(§).

4 2 4
Kahvin lampétila on 70 astetta, kun H(t1) = 80 e M1 = 50. Tami lampétila saavutetaan,
kun - .

n

—kt;=In(=) = t1 =2 )
1= ng) LT In(4/3)

Kahvin ldmpétila on 60-astetta, kun H(tp) = 60 — 20 = 40 eli

LIBINE 1 21 1
s0el33) _ 40—, %’m(%):m(? L gy = 2nG)

Kahvi on juotava 4 min 49 sekunnissa.

Tehtavan 4 ratkaisu

(a) Valitaan lohien lukumé&éraksi y(t), missa perusaikayksikkona on vuosi. Téll6in muu-
tosnopeus y'(t) noudattaa saantoa

y(t) = k Coy(t) — a

muutosnopeus lisd&dntymiskerroin nykytila vuotuinen pyynti’

so. ¥'(t) = ky(t) — a.

(b) Mikili a = 0, niin ko. mallin differentiaaliyhtélé on y/(t) = ky(t), mikd voidaan
ratkaista muuttujien separointimenetelmalla:

d
Y kat | integroidaan puolittain
y

In(ly|) = kt +In(|C|) | eksponenttifunktio puolittain
e1n(\y|) _ ekt+ln(\C|) _ |C| ekt
y(t) = Cet.
Kaksiintumisaika to: y(tg) = 2y(0). Alussa y(0) = C ja ajanhetkelld ¢y lohien luku-

méadird on y(tg) = C ek, Siten t ratkaistaan yhtélosti

1
ekto =2 = ty= EIHQ



(c) Ratkaistaan yhtélo y'(t) = ky(t) — a muuttujien separointimenetelmalla:

dy
ky —a

In(lky — al) = ¢ + In(| A])

= dt | integroidaan puolittain

=

In(|ky — a|) = kt +In(|C|)| eksponenttifunktio puolittain
elm(|ky—a|) _ ekH—ln(\CD — |C| ekt

ky(t) —a = CeM

MQ:%+CJP

Annetuilla vakioilla ratkaisu on y(t) = 275000 + C e%-2¢.

(d) Tasapainotila saavutetaan, kun lohikanta ei muutu lainkaan eli se on vakio (C' = 0).
Téllin lohipopulaation koko on y(t) = 275 000 yksilod mikali vuotuinen pyyntikiin-
ti6 on vakio a = 55 000 lohta.

(e) Mikéli alussa y(0) = 4+ = ¢ + Ce*?, niin vakio C' = —% ja ratkaisu
a a kt
O —
y(t) =1 — 5 ¢

ja siten ratkaisu on vihenevi y/(t) < 0 kaikilla ¢t > 0. Lohikanta pienenee ja lopulta
hévids - adrellisessd ajassa.

Jos alussa y(0) = 2% = ¢ + C, niin C' = ¢ ratkaisu on

y(t) = —(1+ ) = 400, kun t — +oo.

a
k
Siis mikali alussa kanta on terveelld pohjalla 1. suurempi kuin tasapainotila, niin lohi-

kanta kasvaa ikuisesti. Edellyttéen tietysti, ettd lohenpyyntikiinti¢ pidetaén vakiona
a.

5. a-kohta. Yhtélo on separoituva, joten muuttujien erottelulla

dv__ sin(27zx) dz
dy , . . .
7 = — / sin(2rx) dz  integroidaan puolittain
In(|y|) = cos(2mx) + C
|y( )| C cos 27m:)

Poistamalla itseisarvomerkit ja merkitsemélld A = 4+ e saadaan yleiseksi ratkaisuksi

y(m) — AeCOS(ch).



Alkuehdon toteuttava ratkaisu:
1=y(0)=Ae0 = 4

cos(2mz)

y(x) = e .

b-kohta: Yhtalo on separoituvas:

REACI xa x)dx
/0 y(z) o= /0 (@)d
y(z) = e Jo al@)de

Ratkaisut 1-periodisia, jos ja vain jos kaikilla x € R: y(x + 1) = y(x).
Talloin on oltava voimassa

y(x + 1) — e fOZH a(z)de _ e foz a(z) dx e f:“ a(z)dz

— f;Jrl a(z) dx

=e y(e) = y(z).

Tama on mahdollista jos ja vain jos

x+1 x+1 1
e Jo a@dr _q o / a(z)dx = / a(x)dx = 0.
x 0



