DIFFERENTIAALIYHTALOT

Kevat 2022, Harjoitus 2

Téahdelld merkitty tehtdvé on ns. lisdpistetehtava.

1.

3*.

Ratkaise seuraavat alkuarvotehtivit:

a) y' =3y, y(1) =2,
b) =2y, y(1) =1.

FEradn radioaktiivisen aineen hajoamisnopeus on suoraan verrannollinen aineen hetkelliseen
méaaraan. Aineen hetkellistd méédrad ajanhetkelld ¢ > 0 kuvaa funktio m(t). Fysikaalinen
verrannollisuuskerroin k on positiivinen vakio. Kirjoita hajoamista kuvaava differentiaa-
liyht&lo ja ratkaise se alkuehdolla m(0) = M. Aineen havaittiin vihentyneen 20% yhdessé
tunnissa. Miké on kyseisen aineen puoliintumisaika?
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y/

Téassé tehtéavissa kdytetdan Newtonin jaddhtymislakia differentiaaliyhtdlon muodostamiseen.
Lémpdotilan muutosnopeus on verrannollinen kahvin lampoétilan ja ympéariston lampotilan
erotukseen.

Professori valmistaa etdtoimistossa kupillisen kahvia kiehuvaan veteen - 100 °C. Etétoimis-
ton vakioldmpdtila on 20 °C. Alussa kahvi on aivan liian kuumaa juotavaksi - 100-asteista.
Niinpé professori antaa kahvin jadhtya. Hén soveltaa kahvin jadhtymiseen Newtonin jaih-
tymislakia, jonka mukaan lampdétilan muutosnopeus on verrannollinen kahvin l&mpdtilan
ja ympériston ldmpotilan erotukseen, so. lampotila T'(¢t) on differentiaaliyhtilon

T'(t) = —k(T(t) — To)

ratkaisu, missd Ty = 20 °C.

Pahaksi onneksi hén ei tiedd verrannollisuuskertoimen k suuruutta. Hén tekee yhden mit-
tauksen: kahden minuutin kuluttua kahvi on jddhtynyt 80 °C lampdtilaan. Sekin tuntuu
viela lilan kuumalta. Entisend baristana hén tietdd, ettd parhaan kahvinautinnon saa, kun
kahvi on 70-asteista. Milloin tdmé tdméa lampotila on saavutettu? Entisend baristana hén
myos tietdd, ettd parhaat aromitasot séilyvét aina 60-asteiseksi asti. Kuinka nopeasti kahvi
on juotava?

Pohjois-eurooppalaisessa valtiossa, missd ihmiset puhuvat perin kummallista kieltéd, poh-
ditaan kestavélla pohjalla olevaa lohenkalastusstrategiaa. Kaytossa on seuraavanlainen yk-
sinkertaistettu malli: Lohikannan luontainen lisd&ntymiskerroin £ > 0 oletetaan vakioksi
kuten vuotuinen lohenpyyntikiinti6é a (kappale/vuosi).

Tehtavat:

(a) Kirjoita lohikannan kehitystd kuvaava differentiaaliyhtélo (Ensiaskel: valitse symbolit
ja yksikot).

(b) Olettaen, ettd a = 0, mikd on kaksiintumisaika, so. missé ajassa populaation koko
kaksinkertaistuu.

(c) Madraa yhtalon yleinen ratkaisu, kun a = 55000 ja k = 0.2.

(d) Systeemilla on "tasapainotila" tai vakiotila. M&&ras se.

(e) Tutki, miten lohikanta kayttéaytyy eri alkuehdoilla. Tutki erikseen kannan kayttay-
tymistéd, kun lohikannan koko alussa on suurempi tai pienempi kuin tasapainotila .

Mita tapahtuu, kun alussa lohikanta on puolet tasapainotilassa olevasta lohikannasta,
tai lohikanta on kaksi kertaa suurempi kuin tasapainotilan koko?



5. Yhden muuttujan reaaliarvoinen funktio f(x) on 1-periodinen, jos sille on voimassa ehto
flea4+1)= f(z) VreR

Esimerkiksi funktio f(z) = sin(27z) on 1-periodinen.

a) Madarad alkuarvotehtiavin

y'(x) +sin(2rx)y(z) = 0,

)
1
ratkaisu.

b) Tarkastellaan 1. kertaluvun yhtaloa

Y (x) + a(x)y(x) = 0.

Milla ehdoilla yhtdlon ratkaisut ovat 1-periodisia?

Vastaukset:

L a) y(z) =230, b) y(z) = e 2D
2. m(t) = M e~ ¥ puoliintumisaika on noin 3 tuntia 6 minuuttia,
8
3.k =3In(3), T(t) = 20 + 80e~*, laimpétila 70 astetta, kun ¢t = 2%—); ja kahvi pitédé juoda 4
3
min 49 sekunnissa.
4. y(t) = 275000 + C e*2t. Tasapainotila, kun a = 55000 ja silloin y(t) = 275000.

5.a) y(x) = exp(%).



