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Kevat 2022, Harjoitus 11, ratkaisut
1. a) Ensimmaéisestd yhtdlosta ratkaistaan
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Sijoitetaan z ja 2’ toiseen yhtdloon:
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Karakteristinen yhtélo: A2 — A — 2 = 0, jonka juuret ovat A\ = 2, Ay = —1. Siten

y(t) =4 et + Cy e_t, C1,Cy € R.
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1. b) Diff.yhtdlosysteemi:

Yy =z+1,
2 =—y.
Toisesta yhtilostd saadaan 3y’ = —2”, miki sijoitetaan ensimmaiseen yhtaloon. Siten z:lle

saadaan epdhomogeeninen yhtélo
—2"=z2+1 = Z+z=-1
Homogeeniyhtélon z” 4+ z = 0 yleinen ratkaisu on
zp(x) = Acos(x) + Bsin(z).

Epédhomogeeniyhtélon yksityisratkaisu saadaan méaradméattomien kertoimien menetelmal-
14: zo(x) = —1. Yleinen ratkaisu on siten

z(z) = Acos(z) + Bsin(x) — 1.
Funktio y(z) = —2'(z) on siten

y(x) = Bcos(z) — Asin(z).



Ratkaisukiiyri on hyperheli. Tiissil tapauksessa A = 1, B = —2.

2. Ratkaistaan ylemmaéstd yhtalosté y, jolloin

1 1
y=a'+=-z ja o =2"+ =2

2 2
Sijoittamalla y ja sen derivaatta y’ alempaan yhtdloon saadaan
1 9 1 1
! /I _ = / -
x+2x—4x 2(x+2x)

2+ —2x=0.

Karakteristinen yht&lo: A2+ —2 = 0. Sen juuret ovat A\ = 1, Ay = —2. Homogeeniyht&lon
yleiseksi ratkaisuksi z(t) saadaan

z(t)=Ae ? + Be!, A/,BcR.
Koska y = 2’ + %:n, niin

1 3 3
y(t) = —24e % + Bel + §(Ae_2t + Be') = —§Ae_2t + §B el
Koska karakteristisen yhtalon juuret ovat erimerkkiset, niin tasapainotila on epéastabiili
satulapiste. Ratkaisukiyrat xy-tasossa ovat hyperbeleja. Ao. kuvassa on piirrettyna rat-
kaisukdyra, kun A =1, B = —2 ja aika ¢ on valilla [—10, 10].

3.
e Yhtélosysteemi:
y/ = _227
2 =2y+ e "
e Derivoidaan ensimméinen yhtils: 2/ = —3y".
e Sijoitetaan z = —%y’ jaz = —%y” toiseen yhtiloon. Talloin y toteuttaa 2. kertaluvun

yhtéalon
1 Z —T 1 —x



— Homogeeniyhtélon y; + 4y, = 0 yleinen ratkaisu on

yn(z) = C1 cos(2z) + Cysin(2x), C1,Cy € R.

!

— Ep#éhomogeeniyhtilon yksityisratkaisuyrite yo(z) = Ae ™, (yi(x) = —Ae™™, yj =
Ae™") sijoitetaan yhtdloon:

Yy +4yo = Ae F +4Ae ¥ =5Ae T = —2e77)
2

A=——.
5

— y(z) = Cy cos(2z) + Cysin(2z) — 2e7™.

e Siten

z(x) = —%y'(w) = —Cy cos(2x) + Cy sin(2z) — %e_”.

Alkuarvotehtavan ratkaisu:
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4 Vapaaksi muuttujaksi voidaan valita vaikkapa aika t. Oletamme, ettd funktiot x ja y
ovat ajanfunktioita.
1. kertaluvun vakiokertoimisen differentiaaliyhtélosysteemin

= ax+2y
y = —2x

ratkaisujen luonne riippuu karakteristisen yhtédlon juurista. Sijoitetaan 1. yhtdloéén z =
—3y', ' = —3y". Saadaan funktiolle y(t) yhtilo
1 "

—5Y :—%y’—i—Qy = ¢ —ay +4y=0.

Karakteristisen yhtélon
M —a\+4=0

juuret ovat
atva?—16
5 .
1. Kun —4 < « < 4, juuret ovat kompleksisia. Talloin ratkaisut voivat olla vaimenevia
varahtelyja, kasvavia varahtelyja tai rajoitetusti varahtelevia.

A=

(a) Kun —4 < a < 0, juuren reaaliosa on negatiivinen ja siten ratkaisut ovat
vaimenevia viréhtelyjd, sekd y(t) ja 2(t) = —3¢/(t). Ratkaisukéyrd on stabiili
spiraali. Seké x(t) ettd y(t) suppenevat kohti nollaa.



(b) Kun a = 0, juuret puhtaasti imaginaarisia A = £4i ja ratkaisut jaksollisia
trigonometrisia funktioita y(t) = Acos(4t + ¢), x(t) = —2Asin(4t + ¢). Origo
on stabiili keskus.

(¢) Kun 0 < a < 4, juurten reaaliosa on positiivinen ja silloin ratkaisukéyra
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on epéstabiili spiraali.

2. Kun « < —4 juuret ovat negatiivisia ja ratkaisukédyra on stabiili nielu. Sekéd x etté
y suppenevat kohti nollaa, kun ¢ — oo.

3. Kun « > 4, juuret ovat positiivisia ja ratkaisut loittonevat origosta. Télloin tasapai-
notila on epéstabiili 1ahde.

Kl;n a = —3, niin ratkaisukdyra on (kts. ylld) stabiili spiraali, missé —”62_0‘2 = 4, g =
-3

3t 301—02\/7 \/723 3024-\/701 . \/725
cos( 5 )+ sin( 5 ))

x(t) = e_?( 1 1
y(t) = e 2 (C’l cos(?) + s sin(?))

Kun a = —5, juuret ovat Ay = —1 ja Ay = —4. Téll6in

y(t) =Cre " + Cye ™

x(t) = % et 20y e,

5 Maaritellaan

filz,y) =2 —22% + a2y
folz,y) =y +ay — 29>

Jakobiaani on talloin
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Tasapainotilat: Ratkaistaan yhtéalopari

z(1—-2z+y)=0
y(l4+ 2z —2y) =0.



Yhtéloparilla on nelja nollakohtaa, jotka ovat samalla differentiaaliyhtélosysteemin tasa-
painotilat:

1 1

(:ﬁag) = (an)’ (j7g) = (O’ _)a (jaﬂ) = (5’

9 0)7 (j7g) = (L 1)'

1. Tasapainotilan (Z,9) = (0,0) ymparistossa systeemi kiyttaytyy kuten

o)==l =)

Matriisin A ominaisarvot ovat Ay = Ao = 1 > 0, joten tasapainotila on lahde.

2. Tasapainotilan (Z,9) = (0, %) ymparistossid matriisi

3 0]
A=|% .
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Ominaisarvot A\; = %, Ao = —1, joten tasapainotila on satulapiste.

3. Tasapainotilan (Z,7) = (%, 0) ympéristossé matriisi

A:l_l ]

Ominaisarvot A\; = %, Ao = —1, joten tasapainotila on satulapiste.
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4. Todella mielenkiintoinen tasapainotila, jota kohti systeemi hakeutuu eksponentiaa-
lista vauhtia, on (#,9) = (1,1). Matriisin

A=Y

ominaisarvot ovat \; = —3, Ay = —1. Joten tdmé tasapainotila on stabiili nielu.



